RESOLUCION
DE TRIANGULOS
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Problema 1

Para calcular la altura de un drbol, podemos seguir el procedimiento que utili-
z0 Tales de Mileto para ballar la altura de una pirdmide de Egipto: comparar
su sombra con la de una vara vertical cuya longitud es conocida.

B Hazlo tu siguiendo este método y sabiendo que:

— la vara mide 124 cm,

— la sombra de la vara mide 37 cm,

— la sombra del arbol mide 258 cm.

Para solucionar este problema habras utilizado la semejanza de dos triangulos.

124 _ 37
X 258
- 2585—7124 - 864,65 cm

124 cm

37 ¢cm

258 cm
La altura del arbol es de 864,65 cm.

Problema 2

Bernardo conoce la distancia AB a la que estd del drbol y los dngulos CBA y
s —
BAG; y quiere calcular la distancia BC a la que estd de Carmen.

J— N T
Datos: AB =63 m; CBA = 42°; BAC = 83°

B Para resolver el problema, primero realiza un dibujo a escala 1:1 000 (1 m —
—1 mm). Después, mide la longitud del segmen- A
to BC vy, deshaciendo la escala, obtendras la dis-
tancia a la que Bernardo esta de Carmen.

BC = 42 mm

Deshaciendo la escala: BC = 42 m
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Problema 3

B Analogamente puedes resolver este otro:

Bernardo ve desde su casa el castillo y la abadia. Conoce las distancias a am-
bos lugares, pues ba becho el camino a pie muchas veces; y quiere averiguar
la distgn\cia del castillo a la abadia. Para ello debe, previamente, medir el dn-
gulo CBA.

Datos: BC =1200m; BA =700 m; CBA = 108°.
m Utiliza ahora la escala 1:10 000 (100 m — 1 cm).
100m — 1cm
1200m — 12 cm
700m — 7 cm
CA=147cm = CA=1470m
A

700 m — 7 cm

108°

B 1200 m — 12 cm ¢

NOTA: El triangulo estd construido al 50% de su tamano.

Problema 4

H Calcula, aplicando el teorema de Pitagoras:

a) Los lados iguales de un tridngulo rectangulo is6sceles cuya hipotenusa mide 1.

b) La altura de un triangulo equilatero de lado 1.

Haz todos los calculos manteniendo los radicales.
Debes llegar a las siguientes soluciones:

V2 _V3

2 Y=7
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D12=x2+x2 5 1=2x%? > =1 5 x=—=—2
2 2 2
1)? 1 _3 3
b12= 2+(_) 2=1__=_ = 2
=g 2y G YT
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1. Calcula tg o sabiendo que sen o = 0,39. Hazlo, también, con calculadora.

cos o = N1 = (sen 0 =1 - 0,392 = 0,92

sen o
g o= = 0,42
cos o

Con calculadora: 0393 @m>®(0.9235319+0:8)

2, Calcula cos o sabiendo que g o = 1,28. Hazlo, también, con calculadora.

sZ+c¢t=1

Resolviendo el sistema se obtiene s = 0,79 y ¢ = 0,62.
s/c=1,28

Con calculadora: 1,28 =@ ® (C.615644041587)
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1. Sabiendo que el ingulo o esti en el segundo cuadrante (90° < 0. < 180°) y sen
o = 0,62, calcula cos o y tgo.

cos o =-\1-10,622 =-0,78

1 oc——o’62 =-0,79
§*" o738 T

2, Sabiendo que el angulo o esta en el tercer cuadrante (180° < o < 270°) y
cos o. = —0,83, calcula sern o y tgo.

sen o = V1 - (0,832 = 0,56

056
g o= T,83 = 0,67

Unidad 4. Resolucién de tridngulos 19



20 |

3. Sabiendo que el angulo o esta en el cuarto cuadrante (270° < o < 360°) y
tg o =-0,92, calcula sen o y cos o.

s/c=-0,92
s2+c?=1

s=-0,68; ¢c=0,74
s=0,68, ¢c=-0,74

} El sistema tiene dos soluciones:

Teniendo en cuenta donde esta el dngulo, la solucion es la primera: sen o = —0,68,
cos o= 0,74

4. Completa en tu cuaderno la siguiente tabla y ampliala para los angulos 210°,
225°, 240°, 270°, 300°, 315°, 330° y 360°.
0° []30°[]45°[]60° || 90° [{120°[{135°]{150°]{180°
sen| 0 1/2 \2/23/;2 1
m 1 3/, 0
tg| 0 33 -

Aytdate de la representacion de los angulos en una circunferencia goniométrica.
0° []30° [145°[]60°[{90° [120°] 135°[{ 150° [{180°]

lsen| 0 172 N2/3VB; 1 By 22 12 0

[cos| 1 V3/3V22 1/2 0 -1/2 N2/ 3y -1

1g] 0 V33 1 V3 - A3 -1 B3 0

210° [ 225° [1240° [270°| 300° [ 315° [ 330° [{ 360° |
sen| -1/2 2/ By -1 N3z 272 <12 0
lcos| 32 N2/, -1/2 0 12 275 V3 1
g V35 1 3 - A3 1 B30
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1. Halla las razones trigonométricas del angulo 2 397°:
a) Obteniendo la expresion del angulo en el intervalo [0°, 360°).
b) Obteniendo la expresion del angulo en el intervalo (-180°, 180°].

¢) Directamente con la calculadora.

a) 2397° = 6 - 360° + 237° b) 2397° =7 - 360° — 123°
sen 2397° = sen 237° = —0,84 sen 2397° = sen (=123°) = —0,84
cos 2397° = cos 237° = -0,54 cos 2397° = cos (-123°) = —-0,54
1g 2397° = tg 237° = 1,54 1g 2397° = 1g (-123°) = 1,54
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2, Pasa cada uno de los siguientes angulos al intervalo [0°, 360°) y al intervalo
(-180°, 180°]:

a) 396° b) 492° ©) 645° d) 3895° e) 7612° f) 1980°
Se trata de expresar el angulo de la siguiente forma:
k o —k, donde k< 180°
a) 396° = 396° — 360° = 36°
b) 492° = 492° — 360° = 132°
©) 645° = 645° — 360° = 285° = 285° — 360° = —75°
d) 3895° = 3895° — 10 - 360° = 295° = 295° — 360° = —65°
e) 7612° = 7612° — 21 - 360° = 52°
f) 1980° = 1980° — 5 - 360° = 180°

Cuando hacemos, por ejemplo, 7612° = 7612° — 21 - 360°, ;por qué tomamos 21? Por-
que, previamente, hemos realizado la division 7612 & 360 @ (21.94...). Es el co-
ciente entero.
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1. Di el valor de las siguientes razones trigonométricas sin preguntarlo a la cal-
culadora. Después, compruébalo con su ayuda:

a) sen(37 x 360° — 30°) b) cos(-=5 x 360° + 120°)
c) tg(11 x 360° — 135°) d) cos(27 x 180° + 135°)

a) sen (37 - 360° — 30°) = sen (-30°) = —sen 30° = —%

b) cos (=5 - 360° + 120°) = cos(120°) = —%
©) tg(11 - 360° — 135°) = £g(-135°) = —1g 135° = 1
d) cos (27 - 180° + 135°) = cos(28 - 180° — 180° + 135°) =

= cos(14 - 360° — 45°) = cos (=45°) = cos 45° = g

2. Repite con la calculadora estos calculos:
1 103 (89.59535935395)
169 20 (3 ( 38)

Explica los resultados. ;Como es posible que diga que el angulo cuya tangente
vale 102° es 90° si 90° no tiene tangente?

Es un dngulo que difiere de 90° una cantidad tan pequena que, a pesar de las mu-
chas cifras que la calculadora maneja, al redondearlo da 90°.

Unidad 4. Resolucién de tridngulos 21
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1. Calcula las razones trigonométricas de 55°, 125°, 145°, 215°, 235°, 305° y 325°

a partir de las razones trigonométricas de 35°:

sen 35° = 0,57; cos 35° = 0,82; tg 35°=0,70

® 55°=90° - 35° = 55°y 35° son complementarios.

sen 55° = cos 35° = 0,82 } jo 550 = Sen55° _ 082 . o
cos 55° = sen 55° = 0,57 cos 55° 0,57 ’
También 7g55° = — = 1 _ 143
8 235° 0,70
e 125° = 90° + 35°
sen 125° = cos 35° = 0,82
%)
cos 125° = —sen 35° = -0,57 a\
oo =1 _ -1 __
B125°= 23ss = 57p ~ LA
® 145° = 180° — 35° = 145° y 35° son suplementarios.
sen 145° = sen 35° = 0,57 145
cos 145° = —cos 35° = —-0,82 3
g 145° = —tg 35° = -0,70 /
e 215° = 180° + 35°
sen 215° = —sen 35° = —-0,57
2152 .
cos 215° = —cos 35° = —0,82 CJpess
1g 215° = 1g 35° = 0,70 /
e 235° = 270° — 35°
sen 235° = —cos 35° = —0,82 B} é‘
2359 <
cos 235° = —sen 35° = —0,57 =
o_ Sen235° _ —cos35° _ 1 _ 1 _
'8 235 cos 235°  —sen 35° g 35° 0,70 143

Unidad 4. Resolucién de triéngulos



UNIDAD 4
® 305° = 270° + 35°
sen 305° = —cos 35° = —0,82
cos 305° = sen 35° = 0,57 4\4‘
305°
o_ Sen305° _ —cos35° _ 1 _
g 305 cos 305° sen 35° 1g 35° 143

® 325° = 360° — 35° (= -35°)
sen 325° = —sen 35° = —-0,57
cos 325° = cos 35° = 0,82

o _ Sen325° _ —sen35° _ o_
tg 325 05 325° 05 35° 1g 35 0,70

2, Averigua las razones trigonométricas de 358°, 156° y 342°, utilizando la calcu-
ladora solo para hallar razones trigonométricas de angulos comprendidos en-
tre 0° y 90°.

* 358° = 360° — 2°
sen 358° = —sen 2° = —0,0349
cos 358° = cos 2° = 0,9994
10 358° £ —1g 2° = —0,03492

oy go = _sen 358° _ —sen2° _ 1o 20
35 cos 358° cos 2° 8

e 156° = 180° — 24°
sen 156° = sen 24° = 0,4067
cos 156° = —cos 24° = —0,9135
1g 156° = —tg 24° = —0,4452
OTRA FORMA DE RESOLVERLO:
156° = 90° + 66°
sen 156° = cos 66° = 0,4067
cos 156° = —sen 66° = —0,9135

o 1 _ -1 _
1g 156 1266 22460 0,4452

342° = 360° — 18°

sen 342° = —sen 18° = —0,3090
cos 342° = cos 18° = 0,9511

1g 342° = —1g 18° = —0,3249
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3. Dibuja, sobre la circunferencia goniométrica, angulos que cumplan las si-
guientes condiciones y estima, en cada caso, el valor de las restantes razones
trigonométricas:

a)sen(x=—%,tgoc>0 b)cosoc=%,oc>90°

tgPf=-1, cosp<0 d)itga=2, cosa<0

a) sen o =-1/2<0 } - cosa<0 — o e 3. cuadrante

go>0

sen o =—1/2 1g 0= 0,58
cos o = —0,86

b) cos o = 3/4 — o € 4.° cuadrante
o > 90°
sen o = —0,66 g o = —0,88
cos o, =3/4

C)f8[3=—1<0} — senP>0 — B e 2.° cuadrante

cosP <0
sen 3 =0,7 tgB=-1
cos B =-0,7
Digo=2>0 - sen <0 — o € 3. cuadrante
cosa <0

sen o =—0,9 tg o =2
cos o = —0,45
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1. Las siguientes propuestas estan referidas a triangulos rectangulos que, en to-
dos los casos, se designan por ABC, siendo C el angulo recto.
a)Datos: ¢=32cm, B=57° Calcula a.
b)Datos: ¢ =32 cm, B =57°. Calcula b.
c)Datos: a=250m, b=308m. Calcula c y A.
d)Datos: a=35cm, A =32°. Calcula b.
e) Datos: a = 35 cm, A =32°. Calcula c.

a)cos B = - a=ccos§=l7,43cm

KRNI

b) sen B = — b=csenB =2684cm

S
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o) ¢ =Va?+ b? =396,69 m

zg2=%=0,81 = A =39°3 57
~ a a
dDtgAd=— - b=——=5001cm
)i b g A
6)56’71121\=ﬁ - c= aA=66,05cm
c sen A

2. Para determinar la altura de un poste nos hemos alejado 7 m de su base y he-
mos medido el angulo que forma la visual al punto mas alto con la horizontal,
obteniendo un valor de 40°. ;Cuanto mide el poste?

B

S a tg40°=%—> a=71g 40° =587 m

40°
b=7cm

3. Halla el area de este cuadrilatero. Sugerencia: Partelo en dos triangulos.

83 m
1 o 2 Q
A= 398 - 83 sen 102° = 3978,13 m 98 m
1
A, = 3187 - 146 sen 48° = 10 144,67 m? L6 m —7

4 , 2
El drea es la suma de 4, y 4, 1412280 m 187 m

Unidad 4. Resolucién de tridngulos
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1. En un tridngulo ABC conocemos A =68°, b=172m y a =183 m. Calculala
longitud del lado c.

AH = 172 cos 68° = 64,43 m
CH = 172 sen 68° = 159,48 m
HB =Va*- CH? =89,75 m

c=AH + HB = 64,43 m + 89,75 m = 154,18 m

b=172m

C
; a=183m

A 7 B

2. En un tridngulo MNP conocemos M =32°, N =43° y NP =47 m. Calcula
MP.

sen 43° = % — PH =47 sen 43° = 32,05 m
I PH 2,0
sen 32° = LH - MP = PH 3205 _ 60,49 m
MP sen 32°  sen 32°

3. En un tridngulo ABC conocemos a=20cm, c=33cm y B =53° Calculala
longitud del lado b.

BH = a cos 53° = 12,04 cm

CH = a sen 53° = 15,97 cm

HA = ¢ — BH = 20,96 cm

b=VCH? + HA? = 26,35 cm

4, Estamos en A, medimos el c
angulo bajo el que se ve el (oo
edificio (42°), nos alejamos Eg
40 m y volvemos a medir el oo
angulo (35°). ¢Cual es la altu- oo
ra del edificio y a qué distan- oo
cia nos encontramos de éI? oo

oo
Observa la ilustracion: oo
oo
oo
oo
oo 420 5 So

>
40 m

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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h
tg42°=3 — h=dig42°

1g 35° =

h
J+40 h = (d + 40)tg 35

40 1g 35°

= digar = d+a0g 35 > d= oo e

= 139,90 m

h =d1g 42°=12597 m

La altura es 125,97 m. La primera distancia es 139,90 m, y ahora, después de alejarnos
40 m, estamos a 179,90 m.
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1. Repite la demostracién anterior en el caso de que B sea
obtuso. Ten en cuenta que:

sen (180° —B) = sen B

=

%
T

2. Demuestra detalladamente, basandote en la demostracion anterior, la siguien-
te relacion:
a_ __c
senA senC

Lo demostramos para C 4ngulo agudo. (Si fuese un dngulo obtuso razonariamos
como en el ejercicio anterior).

Trazamos la altura h desde el vértice B. Asi, los tridngulos obtenidos AHB y CHB
son rectangulos.

Unidad 4. Resolucién de tridngulos

)
[_4!



28

— h=csen A

Por tanto, tenemos:  sen A =

sen C = — h=asenC

QT oz

csen A=asen C

a _  c

sen A sen C
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3. Resuelve el mismo problema anterior (a = 4 cm, B =30°) tomando para b los si-
guientes valores: b=1,5cm, b=2cm, b=3cm, b=4cm.

Justifica graficamente por qué se obtienen, segin los casos, ninguna solucion,
una solucion o dos soluciones.

ebh=15cm
4-0,5

a___b - 4 - 1> — sen A= s =1,3

sen A sen B sen A sen 30°

30°

a=+4cm
iImposible, pues sen A € [-1, 1] siempre!

No tiene solucion. Con esta medida, b= 1,5 cm, el lado b nunca podria tocar al

lado c.

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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eh=2cm
a __b 4 2 - sen2=—4'0’5 =1 —> A=90°

— = =~ - — =
sen A sen B sen A sen 30° 2

Se obtiene una Unica solucion.

4.3 — sen A=
138° 11' 22,9"

eh=3cm
. {21 = 41° 48 371"
— ~
AZ

sen A sen 30°

1
'

B
a=4cm

Las dos soluciones son vilidas, pues en ningin caso ocurre que A + B > 180°.

e bh=4cm
le = 30° — Una solucion valida.

4A= 4 —>seng=4'—o’5=0,5—> IS
sen A sen 30° 4 A, = 150°

a=4cm

La solucion /Tz =150° no es vilida, pues, en tal caso, seria A + B = 180°. jImposible!

Unidad 4. Resolucién de tridngulos
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4. Resuelve los siguientes triangulos:

aAa=12cm; b=16cm; ¢c=10cm b)b=22cm; a=7cm; C =40°
Aa=8m; b=6m; c=5m db=4cm; c=3cm; A =105°
©a=4m; B=45°y C =60° HDb=5m; A=C =35°

) ea’=b2+c2-2bccos A
122=162+102-2-16- 10 cos A
144 = 256 + 100 — 320 cos A

o 256 + 100 — 144
cos A 320

//1\ = 48° 30" 33" C

10 cm

12 cm

=0,6025

16 cm

e b2=0a?+c?-2ac cos B
256 = 144 + 100 — 2 - 12 - 10 cos B

5_ 144 +100-256 _
cos B 240 0,05

B =92°51'575"

e A+B+C=180° — C=180°-A4-B
C = 38° 37' 29,5"
b) e ¢2=a?+ b2 - 2ab cos C
c?=7%+222-2-7 22 cos 40° =
= 49 + 484 — 235,94 = 297,06
c=17,24 cm

OlA_ CA N 7A= 17,24 22 cm
sen A sen C sen A sen 40°

7 sen 40°
17,24

R A\ =15° 7 "
A= ,\1 5 7 44,3 ' B
A, = 164° 52" 15,7" — No vilida C 7 cm

(La solucién A, no es vilida, pues /TZ +C > 180°).

sen A= = 0,26

e B=180°— (A4 +C) = 124° 52' 15,7"

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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O eaZ=b2+c2-2bccos A A
64=36+25-2-6-5cos A 2 cm
~ _ B
cos A = M = _0’05 6 cm
60
A =92°51'57,5" 8 cm
eb2=a?+c%2-2accos B c
36=64+25-2-8-5cos B
cos B = 64+25-36 _ 0,6625
80
é = 48° 30' 33"
e C=180°— (A + B) = 38° 37' 29,5"
(NoTa: Compadrese con el apartado a). Son tridngulos semejantes).
Dea?=b2+c2-2bccosA= B
=16+9—-2-4-3cos 105° = 31,21 C
a=559m 3 cm
. a _ b ’ 4 cm
sen A sen B A
559 _ 4
sen 105° sen E
S 4 - sen 105°
B=—""—"" _=0,0612
ser 5,59 ot

B B =43°43 253
B, = 136° 16' 34,7" — No vilida
(La solucion Bz no es valida, pues /TZ + lA?Z > 180°).

e C'=180°— (4 + B) = 31° 16' 34,7"

e)eAd=180°— (B +C)=75°

s a _ b
sen A sen B
4 _ b
sen 75° sen 45°
_ 4 sen 45°
sen 75° 2,95 m
. 4 - c BN 4 _ c
sen A senC sen 75°  sen 60°
4 - sen 60° _
c= W 3,59 m

Unidad 4. Resolucién de tridngulos
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f) e B=180°— (4 +C) =110°

e b __a 5 __a
sen B sen A sen 110° sen 35°
5 - sen 35°
=220 =30
sen 110° 5,05 m

eComo A=C — a=c¢c — ¢c=30m

5. Las bases de un trapecio miden 17 cm y 10 cm, y uno de sus lados, 7 cm. El
angulo que forman las rectas sobre las que se encuentran los lados no parale-
los es de 32°. Calcula lo que mide el otro lado y el area del trapecio.

e Los tridngulos APB y DPC son semejantes, P
luego:
X x+7
=z = = + =
o = 17x=10x+7) — x=10

Aplicando el teorema del coseno en el tridngu-
lo APB tenemos:

AB? = x2 + y% — 2xy cos 32°
102 = 10% + 2 -2 - 10y - cos 32°
0 = y?-16,96y

y=0 — No valido
y=16,96 cm

De nuevo, por semejanza de tridngulos, tenemos:

AB _ DC_ 0 _ 17 -
T _D_ - 16,96 z+16,96 — 10(z + 16,96) = 17 - 16,96

10z = 118,72 — =z =11,872 cm mide el otro lado, AD, del trapecio.

e Como PDC es un tridngulo isésceles donde DC = CP =17 cm, entonces:
D=32° — sen32°= h = h=2z"sen 32°=11,872 - sen 32° = 6,291
z

Asi:
p _ B+b _ 17 +10
Area,pp = > ~h= >

- 6,291 = 84,93 cm?

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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6. Un barco B pide socorro y se reciben sus seifiales en dos estaciones de radio, 4
Yy C, que distan entre si 50 km. Desde las estaciones se miden los sjguientes in-
s o
gulos: BAC = 46° y BCA = 53°. ¢A qué distancia de cada estacion se encuentra
el barco?

B = 180° — 46° — 53° = 81°

B
46° 53°
A
50 km ¢

. aA= bA S o= bsenAA=50-seniL6 - 36.4 km

sen A sen B sen B sen 81
e - bA N bsenAC=SO~sen23° - 404 km

sen C sen B sen B sen 81

Para hallar la altura de un globo, realizamos las
mediciones indicadas en la figura. ;Cuanto dista el
globo del punto A? ;Cuanto del punto B? ;A qué al-
tura esta el globo?

AGB = 180° — 72° — 63° = 45°

. b _ 20 _ 20 - sen63° _ o
sen 63° on 457 - b T wendse 25,2 m dista el globo del punto A.
a _ 20 _ 20 -sen72° _ .
on 725 - sen 459 = A= e 50 26,9 m dista el globo del punto B.
e sen 75° = % = 2x_2 — x=252"sen 75° = 24,3 m es la altura del globo.

Unidad 4. Resolucién de tridngulos 33
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR
Relacion entre razones trigonométricas
1 | Calcula las demas razones trigonométricas del angulo o (0° < o < 90°) uti-
lizando las relaciones fundamentales:
al)senoc=ﬁ b)cos(x=ﬁ c)tgoc=£
2 2 2
d)sen(x=% e)cos o = 0,72 Higa=3
2
1
a) sen® o+ cos>o=1 — (%) +cos?o=1 — cos?o= 1—%=Z -
- o= 1
cos 5
_sen O \/g/z _
lgo= cos O 1/2 \/g
2 2 1 1
b) sen? o + ﬁ =1 — sen’oa=1-—=— — senoc=—=ﬁ
2 42 2
2/2
g = — =
2/2
1 V32 1 7
= 2 - = 29 =L
C)coszoc Trigio = cos? o 1+(2) coso 4
, 2 27
— cos’o==— — coso=— — COSO=——
\7 7
2 2
senzoc=1—(i) == - sena=£=@
7 \/; 7
dcos?o=1- 3\ - coszoc=2 S coso =2
8 64 8
_ 38 355
V358 55
e)sen?a=1-(0,72?% — sen?o=04816 — sen o= 0,69
0,69
g o= m = 0,96

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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1 1 1

s—=1+32 - cos?a=— — cosoc=—=@
cos? o 10 V1o 10

, 19 3 _ 3o
sen“o=1-—=— — seno=—-=

10 10 V1o 10

2 |Sabiendo que el angulo o es obtuso, completa la siguiente tabla:

m 0,92 0,5
m ~0,12 -0,8
m -0,75 —4

m 092 06 09 06 05 096

-039 -08 -0,12 -0,8 -087 -0,24

m 236 -0,75 -825 -0,75 —-0,57 -4

A b o 4d e D

a)sen?a+cosla=1 — 0922+cos2a=1 — cos?a =1-0,922

cos? o =0,1536 — cos o = —0,39

T

o obtuso — cosa<0

1g 0 = S o - )36
cos o

(Se podrian calcular directamente con la calculadora o = sen~! 0,92, teniendo
en cuenta que el dngulo esta en el segundo cuadrante).

b) 12 —1+1g20 > 12 = 1+05625 — cos? 0= 064 — coso=—08
Ccos~ O cos“ O
g o= sen & — sen o =1g 0 ' Ccos O = (-=0,75) - (=0,8) = 0,6

cos o

o sen?a=1-cos?a=1-0,0144 = 09856 — sen o.= 0,99

sen o _ 0,99

g o=
& cos o, -0,12

= -8,25

dsen?a=1-cos?a=1-0,64=03 — sena=0,0

sen o 0,6
g o= =——=0,75
& cos o -0,8

(NoTa: es el mismo angulo que el del apartado b)).

e)costo=1-sen?a=1-025=0,75 — coso =-0_87

sena _ 05 =057

g o=
& cos o -0,87

Unidad 4. Resolucién de tridngulos
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cos? o

a) sen 0. = —4/5
b)cos o =2/3
oitgo=-3

a) sen o <0
o < 270°

.iga= sen o.
cos o,
b) cosa >0
ga <0

d) 255° = 270° — 15°

ecosto=1-sen?a=1-— =

Osenzoc=1—coszoc=1—%=% - seno=———

) 1 =1+1g?a=1+16 — cos?a=0,059 — cosa=-0,24
sen oL = 1g O, - cos o, = (=4) - (=0,24) = 0,96

Halla las restantes razones trigonométricas de o

o< 270°

tgo<o0
o < 180°

sen o <0

} — o € 3. cuadrante — cos oL <0

tgao>0
;g o o cosa=-32
45 _ 4
5 3

} — seno <0 — o € 4.° cuadrante

Vs

«lg 0= sen o _ _ﬁ
cos o 2
Diga<0 | o e 20cuadmante — 5% >0
o < 180° cosao <0
°;=tg2a+1=9+1=10 S ocosto= = cosoc=—@
cos? o 10 10
ergo=3N%* senoc=tgoc-cosoc=(—3)(—@)=3\/170
cos o, 10 10
Expresa con un angulo del primer cuadrante:
a) sen 150° b) cos 135° c) tg 210°
d) cos 225° e) sen 315° f)tg 120°
g) ig 340° h) cos 200° i) sen 290°
a) 150° = 180° — 30° sen 150° = sen 30°
b) 135° = 180° — 45° cos 135° = —cos 45°
sen 210° —sen 30°
210° = 180° + 30° 210° = = - o
<) 210 807+ 30 g 210 cos 210° —cos 30° g 30

cos 255° = —sen 15°

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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e) 315° = 360° — 45° — sen 315° = —sen 45°

o o o 1o = Sen 120° _ sen 60° _
£)120° = 180° — 60° — 1g120° = “T20 = 2P = g 60
. 120° —cos 30° 1
También 120° = 90° + 30° 1g 120° = S - - -
ambren ? 3 -8 cos 120° sen 30° 1g 30°
40° —sen 20°
40° = 360° — 20° 1g 3400 = S 340% = —1g 20°
83 3 - 83 cos 340° cos 20° 8
h) 200° = 180° + 20° — cos 200° = —cos 20°
i) 290° = 270° + 20° — sen 290° = —cos 20°
(También 290° = 360° — 70° — sen 290° = —sen 70°)
5 |Si sen o =0,35 y 0.<90° halla:
a) sen (180° — o) b) sen (0. + 90°) c) sen (180° + o)
d) sen (360° — o) e) sen (90° — o) f) sen (360° + @)
a) sen (180° — o) = sen o = 0,35
b) sen (o0 + 90°) = cos o N
sen?o+costa=1 — cos?o=1-0,35=0,8775 = cos o= 0,94

— sen (o +90°) = cos o0 = 0,94
©) sen (180° + o) = —sen o. = —0,35
d) sen (360° — o) = —sen o0 = —0,35
e) sen (90° — oV = cos a = 0,94 (calculado en el apartado b))
) sen (360° + o) = sen o = 0,35

6 |Sitga=2/3 y 0<0<90° halla:

a) sen o b) cos o, <) tg (90° - 0)
d) sen (180° — o) e) cos (180° + o) f) tg (360° — o)
a)tga=m — sen o =1g o cos O
cos o,
1 2 1 4 13
=g‘a+1 — =_—+1=-== -
cos? o s cos? o 9 9

S
N
Q
I
oS
Q
S
S
“«
Q
I
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b) Calculado en el apartado anterior: cos o =

13
1o (90° — o) = sen (90°—a) _ coso _ 3
18O © cos (90° — o) sen o 2
d) sen (180° — o) = sen o = 2;/3173
e) cos (180° + o) = —cos O, = —SéTS
) 10 (360° — o)) = sen (360° — o) _—sena _ _, __ 2
)18 G © cos (360° — o) cos o, 8o 3

Halla con la calculadora el angulo o:
a)seno =-0,75 o <270°

b)cos 0. =-0,37 o > 180°
c)tgo=1,38 seno <0

d) cos o = 0,23 sen . <0

a) Con la calculadora — o = —48° 35' 25" € 4.° cuadrante

sen o <0

Como debe ser {
o < 270°

} — o € 3.°" cuadrante

Luego o = 180° + 48° 35' 25" = 228° 35' 25"

b) Con la calculadora: 111° 42' 56,3"

cosoc<0}

180° — o € 3.°" cuadrante }
o >

o = 360° — 111° 42' 56,3"

— o =248°17' 37"

oga=138>0

} cos <0 — o € 3. cuadrante
sen o <0

Con la calculadora: #g~! 1,38 = 54° 4' 17,39"
o = 180° + 54° 4' 17,39" = 234° 4' 17 4"

N

A
-

.
~
v
)/,
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d) cosa =0,23>0

} — o € 4.° cuadrante
sen o <0

Con la calculadora: cos™ 0,23 = 76° 42' 10,5"
= —76° 42' 10,5" = 283° 17' 49,6"

Resolucion de triangulos rectangulos

UNIDAD 4

Resuelve los siguientes triangulos rectangulos (C =90°) hallando la medi-

da de todos los elementos desconocidos:
a)a=5cm, b=12cm. Halla c, ff, B.

b)a=43m, A = 37°. Halla b, c, B.
ca=7m, B =58°. Halla b, c, A.

d)c=5,8km, A =71°. Halla a, b, B.

aAcl=a?2+bh? > 2=52+122=169 —» c¢=13cm

g A= 2 =0416 — 4=22°357115
B

=90° — A = 67° 22' 48,5"

b) B = 90° - 37° = 53°
43 43

q=22 I~ —
sen A . - ¢ o 370 71,45 m
~ 43 43
A= —— = =
Ig , b 237 57,06 m
c) A= 90° — 58° = 32°
cos B - - C o5 58° 13,2 m

tg1§=§ S b=7 g5 =112m

Unidad 4. Resolucién de tridngulos
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A
37°
c
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¢ a=43m B
A
c
b
c 58°
a=7m B
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d) B=90° - 71° = 19°

sen A = SL - a=58"sen71° =548 km bI € =58km
kB

b ¢ a

cos A = 53 — b=58"cos71°=1,89 km

Si queremos que una cinta transportadora de 25 metros eleve la carga hasta
una altura de 15 metros, ;qué angulo se debera inclinar la cinta?

sen A = % =06 — A=36°5211,6"

Una escalera de 2 m esta apoyada en una pared formando un angulo de 50°
con el suelo. Halla 1a altura a la que llega y la distancia que separa su base
de la pared.

sen 50° — h=153m

cos 50° — d=129m

(NI

El lado de un rombo mide 8 cm y el angulo menor es de 38°. ;Cuanto miden
las diagonales del rombo?

— y=8-sen19°=26cm — d=52cm

= x=8-cos19°=76cm — D=152cm

®[R o<

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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UNIDAD ﬁ

Calcula la proyeccion del segmento AB=15cm so-
bre la recta r en los siguientes casos:

a) o =72° b) o =50°
c)a=15° d) o =90°
a)cosoc=£ — A'B' =15 cos 72° = 4,64 cm
AB

b) A'B’ = 15 cos 5° = 9,64 cm

o) A'B’

15 cos 15° = 14,49 cm

d) AB’ =15 cos 90° = 0 cm

a) Halla la altura correspondiente al lado AB en cada uno de los siguientes
triangulos:

® @ @ B
C,
¢ 2 28 cm
AN N A
A 22 cm B 4 15 cm B AT €

b)Halla el area de cada triangulo.

h
a)Dsen28°=— — h=798cm

17
h
1D sen 32° = s — h=13,25cm
h
IID) sen 43° = EF — h=8,18cm
227,98
bD A= 79 = 87,78 cm?
15 - 13,2
ID A= % = 99,38 cm?
28 - §,18
I A = T = 114,52 cm?
En el tridngulo ABC, AD es la altura relativa A
al lado BC. Con los datos de la figura, halla 3em
los angulos del tridingulo ABC. 12 cm
ol
B D<«—42cm—>C
— ~ 2 ~ ~
En ABD: sen B = 5~ B- 41° 48' 37" BAD = 90° — B = 48° 11' 23"
— ~ 2 ~
En ADC: 1gC = — (=25 27 48" DAC = 64° 32' 12"

Angulos: A = 112° 43' 35"; B = 41° 48 37", C = 25° 27' 48"

Unidad 4. Resolucién de tridngulos 41
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Desde un punto P exterior a una circunferencia de 10 cm de radio, se tra-
zan las tangentes a dicha circunferencia que forman estre si un angulo de
40°.

Calcula la distancia de P a cada uno de los puntos de tangencia.

> P

10 — AP =2747 cm

—~
En OAP: lg 20° = —
AP

Distancia de P a cada uno de los puntos de tangencia: 27,47 cm

Pagina 123
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Teorema de los senos

Calcula a y b en el tridngulo ABC enel que: A =55°, B=40° c=15m.

C
b a ~
C =180° — (55° + 40°) = 85°
>0° 409
4 15 m B
a c N a 15 . -
~ = = = a = m
sen A sen C sen 55°  sen 85° ’
b c b 15
senB  senC - sen 40°  sen 85° — b=9,68m

Halla el dngulo C y ellado b en el tridzngulo ABC en el que: A = 50°,
a=23m, c=18 m.

a c 23 18
~ = = — = — -
sen A sen C sen 50°  sen C
~ 18 - sen 50°
b 23 m — sen C = 3
A — € =36°50 6" (Tiene que ser C < A)
A 18 m B
B=180°— (A4 +C) =93° 9' 54"
b 2 Y o i 4||
__ 4, BrsendF I 5998 m
sen B sen A sen 50

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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UNIDAD

Resuelve los siguientes tridngulos:
a)A =35° C = 42° b=17m
b)B=105° b=30m a=18m
~ b 17 - o
) B = 180° — (35° + 42°) = 103°; L N a=iis=10m
sen B sen A sen 103
b c 17 - sen 42°
= = —~ =5 ¢=——— — ¢c=11,67m
sen B sen C sen 103°
a ~ 18 - sen 105° ~ A~
b) — = ~ — sen A = —5 A =35°25'9", C=39°34' 51"
sen B sen A 30
b 0 - o 4v 1"
¢, 0sen 3345 c=19,79 m
sen B sen C sen 105°

Dos amigos situados en dos puntos, Ay B, que (Els\tan 500 m, ven la torre
de una iglesia, C, bajo los dngulos BAC = 40° y ABC = 55°. ;Qué distancia
hay entre cada uno de ellos y la iglesia?

C ~

C = 180° — (40° + 55°) = 85°
a 500
b a sen 40°  sen 85° - a=3262m
b
40° 55° on 55° = se:zogsf’ — b=411,14m
4 500 m B

La distancia de A a la iglesia es de 411,14 m, y la de B a la iglesia, 322,62 m.

Teorema del coseno

Calcula a en el triangulo ABC, en el que: A =48 b=272m, c=153m.

B a?=b2+c2—2bccos A
1
5,5 m4 < az = 27,22 + 15532 - 2 ) 27a2 : 1573 cos 480 -
80
A 5 7m C — a=2042m

Halla los angulos del triangulo ABC enelque a=11m, b=28m, c=35m.

C 112 =282+ 352 -2-28 35 cos A —

11M 282 + 352 112
— cos A = — A =15° 34" 41"

B 35 m A 2-28-35

~  11% + 352 — 282

282 =112+ 352 -2 11 - B B= B =43°7 28"
35 35 cos B — cos 211 35 - 3°7

C=180°-(A+B) — C=121°17' 51"

Unidad 4. Resolucién de tridngulos
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Resuelve los siguientes tridngulos:

a)b=32cm a=17 cm C = 40°

b) a=85cm c=57 cm B=65°
c)a=23cm b=14 cm c=34cm
a)c2=322+172-2-32-17 cos 40° — c¢=219cm

172=322+2192-2-32-219cos A — A =29°50'8"
B=180°-(A+C) — B=110°3 52"

b) b2 =852+572-2-85-57 cos 65° — b=79,87 cm
572 =852+ 79,872 -2-85-79,87 cos C — C =40°18 5"
A=180°-(B+C) — A =74°41'55"
1434 cos A — A =30°10 29"
23 -34cos B — B=17°48 506"
— € =133°0 35"

C) 232 =142+ 342 -2
142 = 232 + 342 2
C=180°— (A4 +C)

Desde la puerta de mi casa, A, veo el cine, C, que esta a 120 m, y el kios-
ko, K, que esti a 85 m, bajo un angulo CAK = 40°. ¢Qué distancia hay en-

tre el cine y el kiosko?

C
a?=120% +85% — 2 - 120 - 85 cos 40°
120 m a
a=7744 m es la distancia entre el cine y el kiosko.
A\
4 85 m K

Resolucion de triangulos cualesquiera

Resuelve los siguientes tridngulos:

a)a=100 m B = 47° C =63°
b)b=17m A =70° C =35°
) a=70m b=55m C=73°
da=122m c=200m B =120°
ea=25m b=30m c=40m
fDa=100 m b=185m c=150 m
ga=15m b=9m A =130°
h)b=6m c=8m C=57°

Unidad 4. Resolucién de triéngulos



UNIDAD
a) e A =180°—(B+C)=70° C
a
«_a __ b _ )
sen A sen B 3
00 _ b B
sen 70° sen 47° i
b= 100 - sen 47° _ 77,83 m
sen 70°
100 c 100 - sen 63°
. = N == T~ =0482
sen 70° sen 63° ¢ sen 70° 9482 m

b)e B=180°— (A +B) = 75°

17 a 17 - sen 70°
. = N =" "~ =1654
sen 75° sen 70° “ sen 75° >4 m
17 c 17 - sen 35°
- - =L _qpp
sen 75° sen 35° ¢ sen 75° 09 m

) ect=702+552-2-70-55 cos73°=5673,74 — c=753m
©702=552+7532-2-55-753 -cos A —

2 2 2 ~
S ocos A= 2"ET7037T707 L4580 5 A = 620 43' 49,47
2:-55-753

e B=180°— (A + C) = 44° 16' 10,6"

d) e b2 =1222+200%—-2-122 - 200 - cos 120°=79284 — b=281,6m

- R 2. 2 2
eal=b2+c2-2bccos A — cosA=b+2%
c

~ 2 2 2 ~
> cos 4= 28LOT*+ 20001227 _  r500 G = 200 11 5445
22816 - 200

e C=180°— (A +B)=37°58 555"

e ea’=b2+c2_2bccos A —
R 2. 2 2 2 2 2
= cos A=bitci—a® _ 307 +40° - 25
2bc 230 - 40

~ 2 2 2 2 2 2
ocos B= G- tct—b _ 257+ 40° 30
2ac 22540

e C'=180°— (A +B) = 92°51' 57,6"

=0,7812 — A =38°37' 294"

=0,6625 — B =48°30' 33"

~ 2 2 2 2 2 2 ~
f)ecos A= bitci—a” _ 1857+ 150° - 100" _ (g4199 5 4 = 32039 344"
2bc 2- 185 - 150
~ 2 2 2 2 2 2 ~
ecos B= A7 e =b7 _ 1007+ 15071857 _ 595, B =930 171 46,7"
2ac 2100 - 150

e C'=180°— (A +B) = 54° 2' 389"

Unidad 4. Resolucién de tridngulos
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15 9 ~  9-sen 130°

. = - B= =0,4596 —
8 sen 130°  son B sen 15 459
B, = 27°21' 46,8"
— ~
B, = 152° 38' 13,2"
La solucién éz no es valida, pues A+ 1§2 > 180°.
o C=180°— (A +B)=22°38 132"
. 1> =—°< S C=—15~senc=7,54m
sen 130° o sen 130°
e —8__ =0 wnp=0557 _g600
sen 57° sen B 8

{ B, = 38°58'35,7"
B, = 141° 1' 24,3"
La solucién 1§2 no es valida, pues C + éz > 180°.
e A=180°—(B+C)=84°1' 243"
8 a 8 -sen A

. = — = a=——__>>=95m
sen 57° sen A sen 57° ?

PARA RESOLVER

Una estatua de 2,5 m de alto esta colocada sobre un pedestal. Desde un
punto del suelo se ve el pedestal bajo un angulo de 15° y la estatua, bajo
un angulo de 40°. Calcula la altura del pedestal.

x
ig 15° x _ 25+x

X
gl5°=— — y-=
y

%
o_ 25+x 25+ x Ig 15° 1g 55°

1 =222 5 =22

855 y 1g 55°

2,5 - 1g 15°

T2 55° —1g 15° = 0,58 m (el pedestal)

— X1g55°=251g15° +x1g 15° —» x =

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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UNIDAD [_4

Un avion vuela entre dos ciudades, A y B, que distan 80 km. Las visuales des-
deelaviona A ya B forman angulos de 29° y 43° con la horizontal, respecti-
vamente. ;A qué altura esta el avion?

V (avién)

o_h _ b
“ X ¥ 1g 29°
o=t _ 80z —h
BA¥ =P 7Y 15 43°
b _ 801g43°—bh o ] . )
l’g 29° lg 430 - b tg 43 80 Zg 43 Zg 29 h tg 29 N

80 7g 43° 1g 29°
h = =278k
1g 43° + 1g 29° 7,8 km

Halla el lado del octégono inscrito y del octégono circunscrito en una cir-
cunferencia de radio 5 cm.

/ \ 300° _ e

8
‘ ) 5 sen22°30' =% — x=191cm
22° 30 5 )
\ / X Lado del octégono inscrito:
] /=3,82cm
LS TN
Y

g 22° 30" = 5 — =207 cm

( \ Lado del octégono circunscrito:
\ ) 5 22°30 I'=4,14 cm
y

\; A/

Unidad 4. Resolucién de tridngulos
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Calcula los lados y los angulos del triangulo ABC.

C

@ En el tridngulo rectdngulo ABD, balla AB y BD. En BDC, halla C y DC Para
ballar B, sabes que A + B + C = 180°.

Py
e En ABD:

cosSO°=é - E=L=4,7cm
AB

thO°=BTD — BD=31g50°=36cm

e En ﬁ:
sen =B 30 5143 o G= 30056 59"

cosC=% — DC=7-cosC=6cm

e Asi, ya tenemos:

A =50° a="7cm
B=180°—(A+C)=99° 3 1" b=AD+ DC=9 cm
C = 30° 56' 59" ¢=4,7 cm

En una circunferencia de radio 6 cm trazamos una
cuerda AB a 3 cm del centro.

Halla el angulo A/O\B

@ Fltridngulo AOB es isosceles.

P, B
3 cm
6 cm

O
OP =3 cm
J— 1
OB=6cm ; — cosP/O\B=é=— — POB=060° —
OPB = 90°

s oy
— AOB =2 - POB =2 - 60° = 120°

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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30 |Para localizar una emisora clandestina, dos receptores, A y B, que distan
entre si 10 km, orientan sus antenas hacia el punto donde esta la emisora.
Estas direcciones forman con AB angulos de 40° y 65°. ;A qué distancia de
A y B se encuentra la emisora?

E
b a
4 o 6'0
A 0 2 B
10 km
E=180°—(A+B)=75°
Aplicando el teorema de los senos:
a _ 10 _ 10 - sen 40° _ .
sen 40°  sen 75° - a son 75° 6,65 km dista de B.
b B 10 _ 10 - sen 65° _ .
sen 65° sen 75° - b Son 750 9,38 km dista de A.

31 |En un entrenamiento de fiitbol se coloca el balén en un punto situado a 5 m
y 8 m de cada uno de los postes de la porteria, cuyo ancho es de 7 m. ¢Bajo
qué angulo se ve la porteria desde ese punto?

A (porteria) C
b=7m

c=5m

B (balén)

Aplicando el teorema del coseno:
b?=a?+c?-2ac-cos B —

a’+c2-b% _ $+352_ 7

=05 — B=060°
2ac 2:8-5

d COS§=

Unidad 4. Resolucién de tridngulos 49
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32

Calcula el area y las longitudes de los lados y
de la otra diagonal:

@ BAC = ACD = 50 °. Calcula los lados del tridngu-
lo ACD y su drea. Para ballar la otra diagonal,
considera el tridngulo ABD.

e Los dos tridngulos en que la diagonal divide al paralelogramo son iguales.

Luego bastara resolver uno de ellos para calcular los lados:

B=180°— (A +C) = 110°
a 18 18 - sen 50°

= - a=—""_=147m
sen 50° sen 110° sen 110°
c _ 18 S o= 18 - sen 20° - 66m
sen 20° sen 110° sen 110° ’

Asi: AB=CD=c=6,6m
BC=AD=a =147 m
Para calcular el drea del triangulo ABC:

sen5°=% — h=c-sen50° —

o Area - 182- h _18-¢ ~2sen 50° _ 18- 6,6ésen 500 _ 455 m?

El area del paralelogramo sera:
Area oy =2 - Area, .= 2455 =91 m?

e Para calcular la otra diagonal, consideremos el tridngulo ABD:

A =50° + 20° = 70°

14,7 m D

Aplicando el teorema del coseno:

BD?=06,62+1472-2 6,6 - 14,7 - cos 70° = 193,28 — BD =139 m

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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33 |Dos barcos parten de un puerto con rumbos distintos que forman un angu-
lo de 127°. El primero sale a las 10 h de la mafiana con una velocidad de 17
nudos, y el segundo sale a las 11 h 30 min, con una velocidad de 26 nudos. Si
el alcance de sus equipos de radio es de 150 km, ;podran ponerse en contacto
a las 3 de la tarde?

(Nudo = milla / hora; milla = 1 850 m).

A

127°

P

La distancia que recorre cada uno en ese tiempo es:

BarcoA — PA=17-1850m/h-5h=157250 m
Barco B —» PB=26-1850m/h-3,5h =168350 m
Necesariamente, AB > PA y AB> PB, luego:

AB > 168350 m

Como el alcance de sus equipos de radio es 150000 m, no podrin ponerse en
contacto.

(NoTA: Puede calcularse AB con el teorema del coseno —  AB = 2914327 m).

34 |En un rectingulo ABCD de lados 8 cm y 12 cm, se traza desde B una per-
pendicular a la diagonal AC, y desde D, otra perpendicular a la misma dia-
gonal. Sean M y N los puntos donde esas perpendiculares cortan a la dia-
gonal. Halla la longitud del segmento MN.

A 12 cm B
‘\\\N //
\ 3 em
, M A
D C

@ En el tridngulo ABC, balla C. Enel tridngulo BMC, balla MC Ten en cuenta que:
MN=AC-2MC
Los tridngulos AND y BMC son iguales, luego AN = MC
Como AEV=A?—AW—M_C, entonces:
MN = AC - 2MC
Por tanto, basta con calcular AC en el tridngulo ABC y MC en el tridngulo
BMC.
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Py
e En ABC:
AC? =82 + 122 = 208 (por el teorema de Pitigoras) — AC = 14,4 cm

—~ _
Calculamos C (en ABC):

g € = % 15 — C=56°18 358"
e En BﬁC;
cos C = - MC =8 - cos (56° 18' 35,8") = 4,4 cm

Por Gltimo: MN = AC — 2MC = 14,4 — 2 - 44 = 5,6 cm

Halla la altura del arbol QR de pie inaccesible y mas bajo que el punto de
observacion, con los datos de la figura.

Llamemos x e y a las medidas de la altura de las dos partes en que queda dividi-
do el arbol segin la figura dada; y llamemos z a la distancia de P al arbol.

X

tg48°=; - x=2z 1g48°
%
°=L = o
1g 30 o - x=(z+50) 1g 30
—  z-1g48°=(z+50) 1g 30° —
— zZ-1g48°=2z-1g30°+50 1g30° — z= o 1g 307 =54,13 m

1g 48° — 1g 30°
Sustituyendo en x = z - 1g 48° = 54,13 - 1g 48° = 60,12 m = x

Yy

Para calcular y: tg 20° = S o ysz 1g 20° = 54,13 - 1g 20° = 19,7 m

Luego: OR = x + y = 79,82 m mide la altura del 4rbol.

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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UNIDAD 4

Calcula la altura de QR, cuyo

pie es inaccesible y mas alto

que el punto donde se en-

cuentra el observador, con los E
datos de la figura.

Llamemos x a la distancia del punto mas alto a la linea horizontal del observa-
dor; y, a la distancia de la base de la torre a la misma linea; y z, a la distancia
R'P, como se indica en la figura.

X

1g (18° +22°) =g 40° = = —> x =2z 1g40°
o -
o — X — o
1g 32 >+ 350 - x=(z+50) 1g32
50 tg 32°

— z-1g40°=(z+50)1g32° — =z= = 145,84

1g 40° — 1g 32°
Sustituyendo en x = z - £g 40° = 145,84 - tg 40° = 122,37 m

Para calcular y:

y

tg18°=; - y=z-1g18° =

- 145,84 - 1g 18° = 47,4 m |

Por tanto:

OR =x—y=7497 m mide la altura de la torre.

CUESTIONES TEORICAS

Explica si las siguientes igualdades referidas al triangulo ABC son verda-
deras o falsas:

1) a-= — 2)c=acosl§

sen A
3) c= bA 4 b=asenC C

igC
5)igB-igC=1 6) ctgB=b

a
7) sen B—cosC =0 8) a= — b
cos C

9 b=— 10) V1 —-sen? B=< A c B

igB a
1) sen B-cos C =1 12)Ln€=1

cos C
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1) Verdadera, pues sen B = g - a-= —

2) Verdadera, pues cos B = % — a-cos B=c

3) Falsa, pues g 6=% - c=b-tgC
4) Falsa, pues sen6=% - a-senC=c#b
= ~ b ¢ _
5) Verdadera, pues tg B 1g C = <~ 5" 1
a2 b _ 7
6) Verdadera, pues ig B = - b=c-1g B
7) Verdadera, pues sen B—cos C = — — g =0
~_ b _ b
8) Verdadera, pues cos C= — — a-= —
a sen C
) B ~
9) Falsa, pues z‘gB—? — b=c-1gB

10) Verdadera, pues sen?B + cos?B=1 — cos B=\1-sen?B

Como cos B=<X = 1—sen?2B =<
a a
~ N 2
11) Falsa, pues sen B - cos C = b b _ b
a a a?
12) Verdadera, pues sen Ej = b/—a =1
cos C b/a

Prueba que en un triangulo cualquiera se verifica:
a __b __c
senA senB senC

=2R

R es el radio de la circunferencia circunscrita.

@ Traza el didmetro desde uno de los vértices del
tridgngulo ABC. Aplica el teorema de los senos en los
tridngulos ABC y ABC.

#1 (porque b #a)

AC

Aplicamos el teorema de los senos en los triangulos ABC y A'BC:

eEn ABC —» 4 _-_b __ ¢
sen A sen B sen C
Ve Ve

eBn ABC — B¢ __AC
sen A’ sen A'BC

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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Sucede que:
BC=a

A’= A (angulos inscritos en una circunferencia que abarcan el mismo arco)

A'C = 2R
7
A'BC =90° (medida de angulos inscritos en una circunferencia)
. a 2R a 2R
La igualdad queda: — = - — = =— =2R
sen A sen 90° sen A 1

e Por ultimo, sustituyendo en la primera expresion, se obtiene el resultado:

2R = a _ b _ c

sen A sen B sen C

39 [Prueba que solo existe un tridngulo con estos datos:
b=\3m, a=15m, A=60°
¢Existe algin triangulo con estos datos?:
6=135°, b=3\/§cm, c=3cm
ea?=b%+c2-2bccos A
1,52 = (\/g)z +c2-2v3 ¢ cos 60°
225=3+c2-2V3 ¢ %

c2-\3¢+075=0
oo V3xV3-3 _ V3
2 2

=——m

A

La ecuacion de segundo grado solo tiene una raiz. Solo hay una solucion.

(NoTA: También se pueden estudiar las dos soluciones que salen para B con
el teorema del seno y ver que una de ellas no es valida, pues quedaria
A+ B> 180°).

e Podemos resolverlo con el teorema del coseno, como antes, o con el teorema
del seno. Resolvemos este apartado con el segundo método mencionado:

b __c o 32 _ 3
sen B sen C sen B sen 135°
— sen B = —3\/55272 135° _

=2sen135°=1 — B=90°

Pero: C + B =135° + 90° > 180° {Imposible!

Luego la solucion no es vilida y, por tanto, concluimos que no hay ningin
tridngulo con esos datos.

Unidad 4. Resolucién de tridngulos




36

Pagina 125

PARA PROFUNDIZAR
40

Dos vias de tren de 1,4 m de ancho se cruzan formando un rombo. Si un
angulo de corte es de 40°, ;cuinto valdra el lado del rombo?

sen 40° =

1,4 1,4
= 2 J=—22 =921
/ - sen 40° 18 m

41 |Para hallar la distancia entre dos puntos inacce- 4 B
sibles 4 y B, fijamos dos puntos C y D tales 3t
que CD = 300 m, y medimos los siguientes an-
gulos: S oo

~ ~ 2507 1329
ADB =25° BDC = 40° ~ ioe e
D ’, 40 500 460/\\:‘
N P
ACD = 46° ACB = 32° o
Calcula AB.

Si conociésemos AC y BC, podriamos hallar AB con el teorema del coseno en
—_
ABC.

Calculemos, pues, AC y BC: A
¢ En el tridngulo ADC"

A = 180° - 65° — 46° = 69° ,
Por el teorema del seno: D /65° 46", c
300 m
300 AC — 300 - sen 65°
= — AC = = 291,24
sen 69°  sen 65° sen 69° 91,24 m

¢ En el tridngulo BCD:

B = 180° — 40° — 78° = 62°
B
. Por el teorema del seno:

‘ 300 __BC
| sen 62°

sen 40°
doe
D

s BC = 200 sen 40° _ 515 40 m
300 m C sen 62°

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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UNIDAD 4

* Podemos centrarnos ya en el tridngulo ABC y aplicarel 4 B
teorema del coseno: }

AB? = 291,242 + 218,402 — 2 - 291,24 - 218,40 - cos 32° = g

\ o

= 24636,019 291,24 m\, B

_ R
AB = 156,96 m \\3201
C

En un circulo de 15 cm de radio, halla el area comprendida entre una cuer-
da de 20 cm de longitud y el diametro paralelo a ella.

Podemos dividir la zona sombreada en tres, de forma
que:

[ =1I — sectores circulares de dngulo o desconocido.

g 15 cm

II — triangulo is6sceles de lados iguales 15 cm y de
lado desigual 20 cm.

e En II:
Calculemos la altura h desde C:
152=h?2+10> —» h=1+v152-10% =11,18 cm

_ base x altura _ 20 -11,18
2 2

Ast: Areay =111,8 cm?

Calculemos el angulo B (el dngulo desigual) aplicando el teorema del coseno:
202 =152+ 15%2-2-15-15 - cos B

152 + 152 — 202

=0,1 = 83° 37" 14,3"
2-15-15 Lo PeEsTITIeS

cos B =

e En I:

Conocido B podemos calcular o facilmente:

o= w = 48° 11' 229"
Y, con esto, el area:
2 2
Area, = BT" g = T 15 -0 = 94,62 cm?
bo360° 360°

e Por ultimo, el area pedida sera:

Ay =Areay + 2 - Area; = 1118 + 2 - 9462 — A= 301,04 cm?

Unidad 4. Resolucién de tridngulos
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Dos circunferencias son tangentes exteriormente y sus radios miden 9 m 'y
4 m. Halla el angulo, 20, que forman sus tangentes comunes.

& Los radios forman con las tangentes dos tridngulos rectdngulos. Como OP =4 +x, se
tiene:

sen O = y senQ. = 9
+x 17 + x
Calcula x y después O.
OP=4+x — seno =
4+ x
%
OP=9+4+4+x=17+x — seno = 2
17 + x

4 9

g T n - 407+x)=9l+x) —

- 68-36=9x—4x — 32=5x — x=064m
Sustituyendo x por su valor:

= 4 - 4 - 4 - - o ! n
sena—4+x—4+674 104 0,3846 — o =22°37'11,5

Asi: 200 = 45° 14' 23"

AUTOEVALUACION

1. De un triangulo rectangulo ABC conocemos la hipotenusa a =12 cm vy el ca-
teto ¢ =7 cm. Halla sus angulos agudos.

C

A 7 A
senC=E — C =35°41'7"

12 cm B =90°— C = 54° 18 53"

7 cm

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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UNIDAD ﬁ

Expresa con un angulo del primer cuadrante las razones trigonométricas de
los siguientes angulos: 154°, 207°, 318°, 2456°

[ sen 154° = sen (180° — 26°) = sen 26°

cos 154° = —cos 26°

| 1g 154° = —1g 20°

[ sen 207° = sen (180° + 27°) = —sen 27°
cos 207° = —cos 27°
| 1g 207° = 1g 27°

[ sen 318° = sen (360° — 42°) = —sen 42°
cos 318° = cos 42°

| 1g 318° = —1g 42°

[ sen 2456° = sen (360° - 6 + 296°) = sen 296° = sen (360° — 64°) = —sen 64°
cos 2456° = cos 64°
| 1g 2456° = —1g 64°

Si seno =4/5 y a>90° calculasin hallar el angulo o:
a) cos o, b)tg a c) sen (180° + o)
d) cos (90° + o) e) tg (180° — o) f) sen (90° + o)
1
) cosla=1-sen’a — coszoc=1—£ - COSZO(=% - COSOL=i%
cos oL = —2
5
4/5 4
bitgo=—-=——
ey
4
¢) sen (180° + o) = —sen o = —; d) cos (90° + o) = —sen O, = —g
4 3
e)tg(180°—oc)=—tg(x=g f) sen (90°+0c)=cosoc=—§

Si tg o =-3,5, halla o con ayuda de la calculadora, exprésalo como un angu-
lo del intervalo [0, 360°) y obtén su seno y su coseno.

o= 35683
Hay dos soluciones:

o, = 285° 50' 43" o, = 105° 56' 43"

sen o, =—-0,96; cos a,, = 0,27

sen o, = 0,96; cos o, = -0,27

Unidad 4. Resolucién de tridngulos
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5. Calcula el area del triangulo ABC.

B
20 cm
A 28" C

32 cm
B h
! Altura: sen 28° = — — h =20 - sen 28° = 9,39 cm
" 20 cm 20
E 28° ) 29,

A 3 m C Area = 32:939 _ 150,24 cm?

6. En lo alto de un edificio en construcciéon hay una gria de 4 m. Desde un pun-
to del suelo se ve el punto mas alto de la gria bajo un angulo de 50° con res-
pecto a la horizontal y el punto mas alto del edificio bajo un dngulo de 40° con
la horizontal. Calcula la altura del edificio.

4m
tg40°=% {h=xtg40°
hf tg500=4+h x1g 50° = 4 + x1g 40°
40% 50 ¥
X
- xtg50°—-1g40°=4 — x=;= 11,34 m
1g 50° — 1g 40°
h =11,34 - #g 40° = 9,52 m
La altura del edificio es 9,52 m.
7. Resuelve el tridngulo ABC en estos casos:
a)c=19cm, a=33cm, B = 48°
b)a=15cm, b=11cm, B =30°
a) B e Con el teorema del coseno, hallamos b:
> b% =192 +332-2-19 - 33 cos 48° = 610,9 —
19 em 33 cm — b=2472cm
A 5 c

e Del mismo modo, hallamos A:
332=192+24722-2-19 - 2472 cos A
cos A = -0,1245 — A=97°9

e C =180°— (A +B) = 34° 51"

Unidad 4. Resolucién de triéngulos
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b) B e Hallamos A con el teorema de los senos:
a __ b 15 1
15m sen A sen B sen A sen 30°
A ~
1nm — sen A = 0,6818
C

e Hay dos soluciones:

1:1\1 = 420 59| 9” 121\2 = 1370 Ol 51”
¢, =107°0'51"  C,=12°59 9"

- = 21,04
sen 30°  sen 107° 0510~ 1T SnUrem

11 c,
sen 30°  sen 12°59' 9"

— ¢, =494 cm

8. Dos amigos estin en una playa a 150 m de distancia y en el mismo plano ver-
tical que una cometa que se encuentra volando entre ambos. En un momento
dado, uno la ve con un angulo de elevacion de 50° y el otro con un angulo de
38°. ¢Qué distancia hay de cada uno de ellos a la cometa?

~

C = 180° — (50° + 38°) = 92°

C
Hallamos a y b con el teorema de los senos:
b/ 7 \a a___c o _a _ 150
sen A sen C sen 50°  sen 92°
50° 38¢ 11498
4 150 m B - a= 98 m
b c b 150

= = =~ - = - b=9241m
sen B sen C sen 38°  sen 92°

Las distancias de cada uno a la cometa son 114,98 m y 92 41 m, respectivamente.

9. Los lados de un paralelogramo miden 18 cm y 32 ¢cm y forman un angulo de
52°. Halla la longitud de la diagonal mayor.

o = 180° — 52° = 128°

d Calculamos d aplicando el teorema del coseno:

520 o 18 d% =182 + 3222 - 18 - 32 cos 128° = 2057,24

32 cm d = 45,36 cm es la medida de la diagonal.
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