REPRESENTACION
DE FUNCIONES
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Descripcion de una grafica

H Copia en tu cuaderno los datos encuadrados en rojo. A partir de ellos, y sin mirar
la grafica que aparece al principio, representa esta funcion sobre unos ejes coor-
denados dibujados en papel cuadriculado.

(La solucion estd en el propio ejercicio).

B Traza unos ejes coordenados sobre papel cuadriculado y representa una curva,
lo mas sencilla posible, que cumpla las siguientes condiciones:

e Ilim f(x)=-—o0
X — —oo

e Ilim f(x)=2

X — +oo

o lim f(x)=—co

x =27

e lim f(x) =+

x— 2%

*f(0) =4 f'(0)=0

*f(5)=0; f(1,75) =0

e f es derivable en todo R, salvoen x = 2.

T

un
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B Describe, con la menor cantidad de datos y de forma similar a la de los aparta-
dos anteriores, la siguiente funcion:

ik

’,

lim f(x)=-1

X — —oo

e lim [f(x) =—o

X = +oo

o lim [(x)=+eo

X = -3

o lim [f(x)=+eo

x = —3"

S =0; f(O)=0; f(8) =0
e /10 =0

e [ =4 f14=0

B Representa sobre unos ejes en papel cuadriculado una grafica inventada por ti.
Describela en papel aparte. Dale la descripcion a tu compaifiera o compafero
para que la represente.

Representa ti la suya.

Comparad cada representacion con la curva original. Discutid las diferencias
que observéis.

¢Hay algiin error en la representacion? ;Hay, acaso, error en la descripcion?

¢Es todo correcto?

Por ejemplo:

o Ilim f(x)=—c; [lim f(x)=2

X — —oo X — +oo

_____________ o Jim [f(x)=—oo lz‘m4+f(x) = too

X -4 X = -
\/ «f—4)=0; f(=4) =0

1 e f(D=0; /(=0
« f(0) =1

—
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H Observa esta grafica:
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e Halla la ordenada para las siguientes abscisas:
x=0, x=1, x=3, x=-7, x=12, x =—400, x =13, x =-199
¢ ¢En qué puntos no esta definida esta funciéon?

¢ ¢Qué tramo de la funcion te bastaria conocer para hacerte una idea exacta de
como es la grafica?

¢ ;Te sugiere esta curva algin tipo de simetria o periodicidad?

e (=0, fL=1, fO =1, fD =1
f(2) = 0; f(=400) = 0; f(13) = 1; f(—=199) = 1

(En general, f(4k) =0; f(4k+ 1) =f(4k—1)=1 y no existe f(x) en x =4k + 2,
con ke 2).

e La funcién no esta definida en los puntos de la forma x =4k + 2, con ke Z.

e Bastaria con conocer la funcion para x € [0, 2), si supiéramos que es par y que es
periodica de periodo 4.

e Simetria — Es una funcion par (simétrica respecto al eje Y).

Periodicidad — Es periddica de periodo 4.
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1. Halla el dominio de estas funciones:
aA)y=x3-5x2+7x+3
3x3+5

R
) X3+ 2x
VT2

a) Dominio = IR

2 2 2

_s5+V25-16 _52V9 _5:3 x=4
x ..

bx?-5x+4=0 —
Dominio = R — {1, 4)

) x?+1#0 paratodo x — Dominio =R
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2. Halla el dominio de:

X
a)y=Vx?-2x b)y=m(x*+1) Ay=m(x*-1) d)y=e—
D x2-2x>0 — Dominio = (—oo, 0] U [2, +o0)
b)x?+1>0 paratodo x — Dominio =R
Ax?—1>0 — Dominio = (oo, —=1) U (1, +e0)

dDx*=0 — x=0 — Dominio=IR —{0}
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3. Halla las simetrias y las periodicidades; di donde son continuas y déonde deri-
vables:

a)y=3x*—5x2-1 b) y =Vx2%-2x
x3 x3-1
C)y_xZ_l d)y_ x2

e)y=senx+1/2 (sen2x)

@) (=) = 3(=01 = 5(=0? - 1 = 3x" = 5x? = 1 = ()
Es una funcion par: simétrica respecto al eje Y.
No es periodica.

Es continua y derivable en IR.

b) Dominio = (oo, 0] U [2, +00)

J(=x) = V\x? = 2x. No es par ni impar; no es simétrica respecto al eje Y ni res-
pecto al origen de coordenadas.

No es periodica.

Es continua en su dominio.

Es derivable en (—oo, 0) U (2, +o0).
¢) Dominio = R —{-1, 1}

—x3
21

No es periodica.

S(=x) =

= —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
X

Es continua y derivable en su dominio.

d) Dominio = IR — {0}

—Xx° — . S . .
S(=0) = ——— No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni respec-
X

to al origen de coordenadas.
No es periodica.

Es continua y derivable en su dominio.
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e) Dominio = IR
Jf(=x) = sen (=x) + % (sen (=2x)) = —sen x — % (sen (2x)) = —f ()

Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
Es periodica de periodo 2.

Es continua y derivable en IR.
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4, Halla las ramas infinitas de:

X — —oo

x4
a) y = 3x5 - 20x3 b)y= 21
Oy-— dy=VaZ-2x
(x-2)
ey=m(x*+1) ) y=2%-1
a) y = 3x° —20x3
e lim [f(x)=—e ‘ [

o lim [f(x) = +oo

X = +oo /

by =

‘ Ramas parabdlicas

x% -1
e Dominio = IR —{-1, 1}
S0

e lim f(x)=+4e; lim —— =—o0
X = —co X — —oo
Ramas parabdlicas
_ ™
lim f(x) = +eo; [im “—— = +oo
X —> +oo x> 4o0 X

o lim f(x) =+, im [f(x)=—o0
x— -1 x— 1"
Asintotas verticales: x=-1; x =1
lim f(x)=—co; [im f(x) = +oo
x— 1"

Vo

-1
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Ay= LA 7 m x4 44 J20—16
(x=2)?% x%?—-4x+4 x2—4x+4
e Dominio = IR — {2}
o lim [f(x)=—o0; [im [(x)= 4o

X — —oo X — +oo
Yy =x+4 esuna asintota oblicua.

12616 {f(x)—(x+4)>o si X —> +oo

f(x)—(x+4)=x2_4x+4 f) —(x+4) <0 si x——oo

o lim f(x)=+oo

x = 27 B .
X =2 es asintota vertical
lim [(x) = +oo
x— 2%
! e
I //
I\~
7
l,/
//I
4l
/, !
, 1
’ 1
// :
L 2
//// :
d)y=Vx? - 2x
e Dominio = (=0, 0] U [2, +o0)
o lim [f(x)=+eo
X —> —oo
(x Va2 —
lim Q = Ilim x—2x=_l — Hay asintota oblicua.
xX— -0 X X —> —o0 X
lim [fCo+x]= lim [Vx*—2x +x]= lim [Vx?+2x —x] =
X —> —oo X —> —oo X —> +oo

iim (Va? +2x —x) (Var? + 20 + x) _
X = +oeo (Va2 + 2x + x)

x2 + 2x — x2 2x

, p 2
= lim > = Iim —————===1
x— +0 VX + 2x + X x— oo V2 + 2x + x 2
y=-x+1 esuna asintota oblicua cuando x — —oo.

o lim [f(x)=+oo

X — +oo
0 2_2 p .
lim f— = [lim X X o1 S Hay asintota oblicua.
x— 40 X X — +oo
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lim [f)-x]= lim [Vx?-2x —x]=

X = +oo X —> +oo

iim (Va?—2x—x)(Vx? —=2x + x) _
x> +oo (Va2 = 2 + x)
x? = 2x —x? —2x

= lim 5 = lim —m-=-1
Xx— 40 VX2 = 2X+ X x> +o0o Vx2—2x + x

y=x—1 es una asintota oblicua cuando x — +eo.

e No hay asintotas verticales. ;\\ , f
e Posicion de la curva respecto a las asintotas: . o
T .
S —(=x+ 1 <0 si x> —o0 //
SO —(x=1D <0 si x>+ | 1
e)y=mx*+1)
e Dominio = IR
o lim f(x)= +eo
X = —oo
(€Y 2
iim L o gy 2D 2
x— —o0 X X — —oo X x> —oo X2+ 1
Ramas parabolicas
e lim [f(x)= +oo
X = +oo
(x0) 2
lim S _ lim I+ 1) _ Iim —2X__¢
x— 40 X X — +oo X x o +oo X2+ 1
e No hay asintotas verticales.

- ‘ _—

im f(x)=0 — yp=0 es asintota horizontal cuando x — —oo.

f) y=2%¥-1>0 paratodo x.

e Dominio = IR

X = —oo
(€9)
o lim [f(x)=+e;  [im f— = +oo
X — +oo X — +oo X
e No hay asintotas verticales. [
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5. Halla los puntos singulares y los puntos de inflexion de:
a)y=x3-6x2+9x+5
b)y=m(x*+1)

Ay =x>—6x?+9x+5. Dominio= R
o fi(x)=3x>—12x+9
e /() =0 — 3x*-4x+3)=0

C4+V16-12 _ 4+V4 412 x=3
T 2 e
Signo de f"(x):

/>0 r<0 7>0

Hay un maximo en (1, 9) y un mi-

_ 1 ~ 3 - nimo en (3, 5).
e ["(x) =06x—12
S =0 — 6x-12=0 — x=2
Signo de f"(x):
f”< 0 f”> 0

NN/

Hay un punto de inflexion en (2, 7).

b)y = In(x* + 1). Dominio = R

. [0 = 2

x?+1
=0 — 2x=0 — x=0
"(x) <0 para x<0
/ P Hay un minimo en (0, 0).
S"(x) >0 para x>0

. i = 2%+ D —2x - 2x _ 2x%+2-4x% _ 2x*+2

(xz + 1)2 (xz + 1)2 (xz + 1)2

x=-1

" = 2x%+2 = 2=1
=0 — X 0 - «x <x=1

Signo de f"(x):

£'<0 £'>0 <0

Hay un punto de inflexién en (-1, /n 2)

/\ -1 U 1 /\ y otro en (1, In 2).
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6. Halla los puntos singulares de:

2 x3
Yy=—ss
x2-1 V= (x2)2
a) y = 3x> - 20x3. Dominio = R

J1C0) = 15x% — 60x2
x=0
F0=0 — 15522 —4) = 0 < x=-2

x=2

a) y=3x5—-20x3 b)y-=

dDy=Vx%-2x

Signo de f"(x):
S>0 JS'<0 S'<0 S>0
/ -2 \ 0 \ 2 /

Hay un maximo en (-2, 64), un minimo en (2, —=64), y un punto de inflexion en
(0, 0).

2

2
by =—> Dominio= R —{-1, 1}
xc =1

i) = 2x(? =D —x? 20 _ 2x3 - 2x-2x3_  —2x

(x? - D? (x? - D? (x? - 1D?

=0 - 2x=0 — x=0

Signo de f"(x0):
S>0 />0 /<0 /<0
— - — 0 ~ ! ~

Hay un maximo en (0, 0).

X3

VI

. Dominio = R — {2}

F(x) = 3t —2)2 —x3 - 2w —2) _ 3x?(x—2) — 23
" (x -2 (x-2)3

C3x3—6x?—2x3  xd—6x2

(x-2)3 (x—2)3

x=0
=0 — xz(x_6)=0<x=6
Signo de f"(x):
S>0 S0 f'<o S>0
/ 0 / 2 \ 6 /

Hay un punto de inflexion en (0, 0) y un minimo en (6, 2—27)
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d)y = Nx? = 2x . Dominio = (-0, 0] U [2, +o0)

2x-2  _  x-1

"(x) = =
4 Va2 —2x Va2 - 2x

=0 — x-1=0 — x=1¢ Dominio.

No hay puntos singulares.
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1. Representa estas funciones:
a)y=xt—8x2+7
b) y = 3x% + 4x3 — 36x2
O y=x%—4x3_2x2+12x
y=xt—8x2+7
e Simetrias:
f(=x) = x* —8x2 + 7 = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
e Ramas infinitas:

lim f(x) = +eo; [lim [f(x) = +oo

X —> —o0 X —> too

e Puntos singulares:

J1(x) = 4x3 — 16x

x=0
S =0 — 4x(x*-4=0 < x=-2
x=2

Puntos singulares: (0, 7); (=2, -9); (2, -9)
e Cortes con los ejes:
— Coneleje ¥ - x=0 — y=7 — Punto: (0,7)

—Coneleje X - =0 — x'-8x2+7=0

2o8xVoi-28  8:V36 _8:6 <x2=7 - x=x\7
2 2 2 221 5 x-x1

Puntos: (—\7,0); (-1, 0); (1, 0); (N7, 0)
e Puntos de inflexion:

S0 = 12x% - 16
S0 =0 - 12x°-16=0 — x2=% - x=i'\,%=i 2\3

Puntos (- ——, —
-5
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e Grafica:

N
"

+9

b) y = 3x% + 4x3 — 30x2

e Simetrias:

J(=x) = 3x* — 4x3 — 36x2. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y,
ni respecto al origen de coordenadas.

Ramas infinitas:

lim f(x) = +oo;  [im [f(x) = +oo

X — —oo X — +oo

Puntos singulares:

S0 = 123 + 12x° — 72x

x=0
U = 2 —
@ =0 > 12002+ x-0=0< 4 \TT3E_ qa5_x-2

2 - <x=—3

\S)

Puntos: (0, 0); (2, —64); (-3, —189)

Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 — p=0 — Punto: (0,0

—Coneleje X — p=0 — x*Bx?+4x-36)=0

x2=0 - x=0

<x= —4 V16 +432 _ —4 = V448 <xz2,86
6 6 =~ 4,19

Puntos: (0, 0); (2,86; 0); (—=4,19; 0)

Puntos de inflexion:
() = 36x2 + 24x — 72
S0 =0 — 12Bx?+2x-6)=0

—2xV4+72 _ 2276 x = 1,12
X = = Z <

6 x=-1,79

Puntos: (1,12; -34,82) y (-1,79; —107,22)

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Grafica:

=200

o)y =x*—4x3 - 2x% + 12x
e Simetrias:

f=x) = x% + 4x3 — 20?2 — 12x. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje
Y, ni respecto al origen de coordenadas.

e Ramas infinitas:

lim [f(x) = +eo; [im [f(x) = +oo

X —> —oo X —> oo
e Puntos singulares:

S0 = 4x3 — 12x% — 4 + 12

S0)=0 — 4x3-3x?-x+3)=0 — 4x-Dkx+Dx-3)=0

x=1
< x=-1 ¢ Puntos (1,7); (-1, -9); (3, -9
x=3

e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ » x=0 — p=0 — Punto: (0,0
—Coneleje X —» p=0 — x(x3 - 4x%-2x+12) =0
x=0
< x=2
X —4x?-2x+12=0 = (x-2)(x*-2x-6)=0 <xz3,65
x=-1,65
Puntos: (0, 0); (2, 0); (3,65; 0); (~1,65; 0)

e Puntos de inflexion:
S0 = 12x% — 24x — 4
S0 =0 — 4Bx?-6x-1)=0

6+V36+12 _ 6+V48 x =215
X = = ¢ <

6 x =—0,15

Puntos: (2,15; -1,83) y (=0,15; -1,74)
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e Grafica:

2. Representa las siguientes funciones:

a) y=3x%—4x3-16 b)y=x3-3x o) y=(1/4)x%*-2x2

a) y =3x* - 4x3 - 16
e Simetrias:

f(=x) = 3x* + 4x3 — 16. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y,
ni respecto al origen de coordenadas.

e Ramas infinitas:

lim f(x) = +oo;  [im [f(x) = +oo

X — —oo X — +oo

¢ Puntos singulares:
F1(x0) = 12x3 — 12x2
x=0
")=0 — 12x%(x-1)=0
S @-D=0< " _,

Puntos: (0, —16); (1, -17)
e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 — p=-16 — Punto: (0,-16)
—Coneleje X = p=0 — 3x*—4x3-16=0 —
x =2

3x3 + 2x* + 4x+8=0 — tiene una sola raiz, que estd entre -2 y —1;
pues, si g(x) =3x3 + 2x? + 4x + 8, g(-2)=-16<0 y g(=1)=3>0.

Puntos (2,0) y (k, 0), con k entre -2y —1.
e Puntos de inflexion:

J(x) = 36x2 — 24x

x=0
[10=0 — 12x(5x—2)=0<x=_§
2 —448
Puntos: (0, 16 -, —
untos: (0, )Y(5’ 27)
Unidad 11. Representacién de funciones
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Grafica:

i

-20
b)y = x3 - 3x
e Simetrias:

J(=x) = —x3 + 3x = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
Ramas infinitas:

lim  f(x) = +oo;  [im [(xX) = +oo
X = —oo X —> +oo

Puntos singulares:

S0 =3x% -3 .

f=0 - 3&2-1D=0<_ o

Puntos: (-1, 2); (1, -2)

Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥ » x=0 — p=0 — Punto: (0,0
—Coneleje X —» =0 — x3-3x=0 — x&x?-3)=0

x=0

< x=-=3 ¢ Puntos: (0, 0); (=3, 0); (3, 0)
x=13

Puntos de inflexion:

J(x) = 6x

S =0 - 6x=0 — x=0 — Punto (0,0

Grafica:

-2
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Qy= %aﬁ —2x?

e Simetrias:

S=x) = %xz* — 2x% = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e Ramas infinitas:

lim f(x) =+,  [im f(x) = +oo
X — —oo X —> too

e Puntos singulares:

S = x3 - 4x

x=0
S0=0 — x(x2—4)=0< =2
x=2

Puntos: (0, 0); (=2, —=4); (2, —4)
e Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥ - x=0 — p»=0 — Punto: (0,0)

—Coneleje X - py=0 — xz(%x2—2)=0

x=0

Sy

Puntos: (0, 0); (=22, 0); (2V2, 0)
e Puntos de inflexion:

f//(x) - SXZ — 4

1) =0 = 3x2-4=0
a4 23

Puntos: (—ﬁ, —E); (2\/5, 20)
3 9 3 9

=
I
|
SN
I
|

e Grafica:
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1. Representa:

03350 byt
x3
a)y= a2 =—x+ T Dominio = R —{-1, 1}
e Simetrias:
S=x) = o = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.

X2

e Asintotas verticales:

lim [(x) = +oo
x— —1-
Asintota vertical en x = —1.
lim [(x) =—oco
x— —1* )
lim [(x) = +oo
x— 1"
Asintota vertical en x = 1.
lim f(x)=—oo
x— 1%

e Asintota oblicua:

3
X = x4 X
1—x? 1 —x?

— y=-Xx es asintota oblicua.

Posicion de la curva respecto a la asintota:
Jx) —(=x) >0 si x = —eo (curva por encima)

S —(=x) <0 si x — +eo (curva por debajo)

e Puntos singulares:
3?1 = a?) —x3 - (220 _ 3o =3t 420t a4 3x2

(1 —x2)? (1-x?)? (1 —x2)?

x=0
S =0 — xz(—x2+3)=o<x=—\/3
v=3

S0 =

Puntos: (0, 0); (—\/g, ST\B)’ (\/7’ _3_\2/5)

e Cortes con los ejes:

Corta a los ejes en (0, 0).
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e Grafica:
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| | S
| l N\
| | N
2
= =X — 42— —. ominio = —
X°—2x— 8 8 .
X X

e Simetrias:
x?+2x— 8
Jlx) = —=—"——
—-x
No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y, ni respecto al origen.

e Asintotas verticales:

lim [(x) = +oo
x— 0
Asintota vertical en x = 0.
lim f(x) = —oo
x— 0"

e Asintota oblicua:

x2-2x-8 8

=x—-2-— — y=x-2 esasintota oblicua.
X X

Posicion de la curva respecto a la asintota:
S —(x—=2)>0 si x> —eo (curva por encima)
S —(x—2)<0 si x— +oeo (curva por debajo)

e Puntos singulares:

So=1+ % > (0 para todo x del dominio.
X

La funcién es creciente en todo su dominio. No tiene puntos singulares.
e Cortes con los ejes:
=2
— Coneleje X - =0 — x*-2x-8=0
j y < ._.

Puntos: (=2,0) y (4, 0)

— No corta el eje Y, pues no estd definida en x = 0.

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Grafica:

2. Representa:

x2_9 x3+2x
a)y-x2_4 b)y_ x2+1
2 _
)y = x2 2 Dominio = R -2, 2}
X —4

e Simetrias:
x2-9

5 = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
x —

S0 =

e Asintotas verticales:

lim  f(x) = —oo |
X — =2 . .
Asintota vertical en x = 2.
lim  f(x) = +oeo
x— =2

lim [(x) = +oo

X — 2 P :
Asintota vertical en x = 2.

lim f(x) = —oo
x— 2"

e Asintota horizontal:

=1- 5 — yp =1 es asintota horizontal.
x2—4 x%—4

Posicion de la curva respecto a la asintota:
J(x)—1<0 si x— —e (curva por debajo)

J(x) —1<0 si x— +eo (curva por debajo)

e Puntos singulares:

00 = 2x(x? =4 = 2x(x* - 9) _ 2x(x*—4-x*+9) _ 10x
(x? — 4)? (x? — 4)? (x? — 4)?

f=0 — 10x=0 — x=0 — Punto: (O, %)

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥ —- x=0 — y=% —  Punto: (0,%)

x==3
—Coneleje X - py=0 — X2—9=O<x=3

Puntos: (-3, 0) y (3, 0.

e Grafica:
______ N EREREE
St R
i—2 2
3
b)y = D%Zx Dominio = R
xc+1

e Simetrias:

—x3-2
SEx) = Xz—lx = —f(x). Esimpar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
x2+

e No tiene asintotas verticales.

e Asintota oblicua:

X3+ 2x x j .
> =x+ — y=x es asintota oblicua.
x*+1 xZ+1

Posicion de la curva respecto a la asintota:
J(x) —x <0 si x> —e (curva por debajo)

Jx) —x>0 si x = +eo (curva por encima)

e Puntos singulares:

G0 = Ga? + 20 + 1D = (3 +2x0) - 20 _ 3xt + 30?2007 + 2 - 2x0 — 4

(.XZ + 1)2 (.X2 + 1)2

x4 a2+ 2
(xz +D2

-1+VN1-8

> — No tiene solucion.

f=0 = xt+x2+2=0 — x%=

No hay puntos singulares.

Unidad 11. Representacién de funciones 19




e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 — p=0 — Punto: (0,0
—Conelegje X - y=0 — x3+2x=0 — x(x?+2)=0 —

— x=0 — Punto: (0,0

e Puntos de inflexion:

Gad + 22002+ D2 —(x*t +x2+2) - 22+ 1) - 2x

A o2 + )
_ @+ 200+ D) - bdax(xt+ x2+2) _ 200 —6x _ 2x(x*-3)
(x2 +1)3 (x2 +1)3 (x2 +1)3

S =0 < SES%B Puntos: (0, 0); (—\E, —ST\/E); (\/3, 54&)

e Grafica:

Pagina 321

1. Representa:

a)y=Vx?+2x
b)y=Vx%-9
)y =Vx?+ 2x

e Dominio:

x=0
Z+2x=0 —> +2)=0
x% + 2x x(x + 2) <x=—2

Dominio = (—oo, 2] U [0, +o0)

e Simetrias:

J(=x) = Vx? —2x . No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni
respecto al origen de coordenadas.

Unidad 11. Representacién de funciones
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e No tiene asintotas verticales.

e Asintotas oblicuas:

lim  f(x) = +eo
X — —oo

o fo Vo2 +2x x2-2x _
lim = lim ———= Ilim ———=-1
X — - X X — —oo X X = +oo —-X

lim [0 + x| lim [Nx?+2x +x]= lim [Vx2-2x — 4]
X — —o X — —o X — +oo
iim (Nor? = 2x — x) (Vor? = 2x + &) _
X = +oo Va2 — 2x + x
—2x

, x% = 2x — x? 3
= lim ——==

x— 40 V2 —2x +x X = +oo V2 — 2x + x

I
S

y=-x-1 es asintota oblicua cuando x — —oo.

lim  [(x) = +oo

X —> 4o
_ J™ N x 4 2
lim = Jim ————=1
X — 40 X X = +oo X

lim [fo0—x]= lim [Vx?+2x —x] =
X = +oo X — too
- iim (\Vx? + 2x — x) (Vo + 2x + x) _
X —> +oo X2 + 2x + x

2

_ x2+2x—x ) 2x
= |im ——————= lim ——=
x— 4o V2 4+ 2x + x x> 4o VX2 + 2x + X
-2 _2_
1+1 2

y=x+1 esasintota oblicua cuando x — +eo.

e Puntos singulares:

2x+2 _ x+1

"(x) = =
4 Va2 + 20 Va2 + 2x

=0 - x+1=0 - x=-1

Como no pertenece al dominio de f(x), no hay puntos singulares.

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Cortes con los ejes:

x=0
—Coneleje X - y=0 — Vx?+2x — x2+2x=0< B

-2
Puntos: (0,0) y (-2, 0)
—Coneleje ¥ - x=0 — p»=0 — Punto: (0,0)

e Grafica:

by=VxZ-9

e Dominio:

=-3
x-9=0<_ ;
Dominio = (—eo, =3] U [3, +e0)
e Simetrias:
SE=x) = Vx2-9 = Sf(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
¢ No tiene asintotas verticales.

e Asintotas oblicuas:

lim  f(x) = +oo

X —> —oo
S0 VxZ2 -9 Va2 -9

lim = lim ———= [im ———=-1
x— —o0 X X — —oo X X —> +oo X

lim [fQo+x]= lim [Nx?-=9+x]= Iim [Vx?-9 —x] =
X — —oo X = —oo X —> +oo

sim (Vx2 -9 - x)(\Nx2 -9 + x) _

X —> too (\]xz—9+x)

oy X=9-xr 9
x> +o Vx2—-9+x x> 4o Vx2 -9+ x

y =—=x es asintota oblicua cuando x — —eo.

Unidad 11. Representacién de funciones



lim  f(x) = +eo
X = +oo

2 _
lim S0 = lim x—9=1
Xx— 4o X X —> 4o

Vx2 -9 —x)(Vx2 — 9 + x)

liy () —x| = /i x?-9—x]= i ( =
B N R Wy X e e

2_0_ a2 _

i S22 gy 2 -

x— to Vx2—90+ x x— +o Vx2 -9+ x
y =x es asintota oblicua cuando x — +oo.

e Puntos singulares:

X X

2 -
2Vx2-9  xZ-9

S =

So=0 — x=0
Como no pertenece al dominio de f(x), no hay puntos singulares.
e Cortes con los ejes:

x==3

— Con el eje X =0 2 2-9=0

on el eje -y - Vx*-9 - x*-9 <x=3
Puntos: (-3, 0) y (3, 0)

— No corta al eje Y, pues no existe f(0).

e Grafica:

2. Representa:
a)y=mm(x*+4) b)y=m(x*-1)
)y =Inx*+4)
e Dominio:
Como x?+ 4 >0 paratodo x, Dominio =R.
e Simetrias:

J=x) = In (x* + 4) = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

Unidad 11. Representacién de funciones
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e No tiene asintotas verticales.
e Ramas infinitas:

lim f(x)= Ilim f(x)=+co

X — —oo X — too
2x
X 2
17 S 17 I+ D lim _x2+4 =0
Xx— 4o X X = +oo X X = +oo

Por tanto, no tiene asintotas de ningun tipo.
Tiene ramas parabdlicas.

e Puntos singulares:

S = —2X

x2+4
=0 - 2x=0 - x=0 — Punto: (0, n4
e Puntos de inflexion:

wron 2062+ 4) —2x - 2x _ 2x%+ 8 —4x% _ 8- 2x?
S0 = = =
(x? + 492 (x? + 4)? (x? + 492

x=-2
1" — _ 2 _ o (—
[r0=0 - §-2x7=0<_ o) } Puntos: (=2, 2 8) y (2, In 8)

e Grafica:

L

by =Ix*-1)
e Dominio:
x*=1>0 — Dominio = (=eo, =1) U (1, +e0)
e Simetrias:
J(=x) = In (x* = 1) = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e

24
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e Asintotas verticales:

lim [f(x)=—c0; [lim [(x)=—0c0

x— —1- x— 1

x=-1y x=1 son asintotas verticales.

o lim fOO) = lim f(x)=+eo

X — —oo X — too
2x
0 2 _ _
lim f— = lim &b lim =1 =0
X — 40 X X = +oo X X — +oo 1

Tiene ramas parabdlicas.

e Puntos singulares:

S = X

x? -1
=0 — 2x=0 — x=0

No tiene puntos singulares, pues la funcion no estd definida en x = 0.

e Puntos de inflexion:

10 = 22 -D—2x-2x _ 2x*-2-4x* _ 2x*-2
(x? - D? (x? - 12 (2 - 1?

No tiene puntos de inflexion.

e Puntos de corte con los ejes:

—Coneleje X » =0 - m&-D=0 - x*-1=1
=2
x2=2<x \ }Puntos: (—V2,0) y (N2,0)
x =

— No corta al eje Y, pues no existe f(0).

e Grafica:

Unidad 11. Representacién de funciones
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3. Representa:

e* e 1
a)y=F b)y=: c)y=50082x+cosx
e.X'

e Dominio: D =R - {0}
e No es simétrica.

e Asintotas verticales:

lim [(x) = +oo
x— 0 . .
Asintota vertical: x =0

lim [(x) = +eo
x — 0*

e [im f(x)=0. Ademais, f(x) >0 paratodo x del dominio.
X —> —oo
y =0 es una asintota horizontal cuando x — —oo.

lim f(x) = +o0;  lim S

X > 4o x— 4o X

= +oo. Rama parabdlica.

¢ Puntos singulares:

X . a2 _ pX . X (x — Xy _
er e¥ - x 4e 2x _x-e (ic 2) _ex-2)
X

X x3

2
f=0 — x=2 — Punto (2, %)

e Grafica:

—X

by =T

e Dominio: D =R - {0}

e No es simétrica.

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Asintotas verticales:
lim  f(x) = +oo
x— 0

lim [(x) = +oo
x— 0*

Asintota vertical: x =0

J0

e lim [f(x)=+c0;  [im = —co, Rama parabdlica.

X —> —oo X = —oo

lim  f(x) = 0. f{x) <0 paratodo x positivo.

X = +oo

=0 es una asintota horizontal cuando x — +eoo,

e Puntos singulares:

e - (=x)—e™ - (=) eMx+1
(_x)z - 2

fx)=0 - x=-1 — Punto: (-1, —e)

() = —

e Grafica:

c)y=% €os 2x + cOs X

e El periodo de cosx es 2m yelde sen 2x es m Por tanto, la funcion es
periddica de periodo 2m. La estudiamos solo en este intervalo.

e Es derivable en todo IR (es suma de funciones derivables).

e Puntos singulares:
S1(x0) = —sen 2x — sen x = —2sen x cos x — sen x = —sen x (2cos x + 1)
senx =0

S =0 — —senxQcosx+1)=0 <

cos x = 1
2
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COS X = —

o=

— Punto: (O, %)

x=7n — Punto: (Tc, —%)
X = LN Punto: (2_157 —i)
/ 3 3 4
\ X = 4—“ — Punto: (4_757 —i)
3 4

e Puntos de corte con los ejes:

—Coneleje V¥ - x=0 — yp=

3 —  Punto: (O, 2)
2 2

— Coneleje X = p=0 — cos2x+2cosx=0

2 2

cos® x—sen“x + 2cos x =0

cos? x — (1 — cos? x) + 2cos x =0

2

cos?x—1+ cos® x+ 2cosx =0

2cos? x +2cosx—1=0

cos x = 0,366

cos X = cos x = —=1,366 (no vale)

—2+N4+8
+4 + <

x=1,2
x=5,09

cos x = 0,366 <

Puntos: (1,2; 0); (5,09; 0)

e Puntos de inflexion:

J"(x) = —2cos 2x — cos x

S0 =0 —

28

—2¢c0s 2x —cos x =0

—2(cos? x — sen? x) —cos x =0
—2cos? x + 2sen? x — cos x = 0
—2cos? x+2(1 —cos? x) —cosx =0
—2cos? x +2—2cos?x—cosx=0
—4cos®? x—cosx+2=0

cos x = —0,843

cosx= cos x = 0,593

11 +32
=

Unidad 11. Representacién de funciones
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x =257 | Puntos: (2,57; -0,63)
cos x = —0,843 <
x =371 (3,71; -0,63)
x =094 (0,94; 0,449)
cos x = 0,593
o5 (5,35, 0,45)
e Grafica:
2
1
T 3m
2 2
\/\/ \/n\/ ar
!
Pagina 323
1. ;Qué tipo de ramas en el infinito tienen?
3x x2 x4
a)y—x+1 b)y_x+1 c)y_.anc+1 d)y_x+1
j _ 1
Dy x+1
lim fG) = lim f(x)=0 — Asintota horizontal: y=0 <— —
X — —oo X —> too
_ 3
by x+1 — |
3 —
lim f)= [lim f(x)=3 — Asintota horizontal: y =3
X = —oo X —> +eo
-
c)y=x—2=x—1+ 1 — Asintota oblicua: y=x-1 <
x+1 x+1 ‘
/;/
4
Dy= X
)y x+ 1
lim f(x) = +eo; [im AC) = too ‘ /‘
X = +oo x— 40 X -
Ramas parabolicas
lim f(x)=—c0;  lim SO / ‘
X = —oo T x> e X

Unidad 11. Representacién de funciones
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2. ;Qué tipo de ramas en el infinito tienen?

2
Dy="3 b)y=Vx%+3 Ay=
dy=tgx e)y=xsenx Dy-=
2
_X
a)y—e—x
S0

lim [(x) =+,  [im

= —oo. Rama parabdlica.
X = —oo x— -0 X

lim f(x) = 0. Asintota horizontal: y =0

X —> +oo
b y=Vx2+3
(x
lim [(x) = +e0;  [im S =0
X = —oo x— -0 X
Ramas parabdlicas
X
lim f(x) = +eo;  [im S0 0
X —> +oo x— 4o X

Ay=x+ Vx
lim [(x) no existe, pues solo estd definida en [0, +o0).
X = —oo
(x0)
lim [f(x) = +eo;  [im S = lim (1+£)=1=m
X = +oo X = 40 X X = +oo X
Iim [fG)—x]= lim Vx = +eo
X = +oo X = +oo
dDy=1gx
No existen  lim f(x) ni [lim [f(x).
X — —oo X — +oo
e)y =xsenx
No existen  /fim f(x) ni  lim f(x).
X = —oo X —> +oo
f) y=x—cosx
X _ o
lim f(x)=—oco; [im S = lim EZBX —
X —> —oo x— —oo X X —> —oo X X — —oo
X _
lim f(x) = +e;  [im S = Iim 228X 46 existe

X — +oo X — 40 X X — +oo

1+ senx

x+Vx

X —COS X

no existe

1

Unidad 11. Representacién de funciones
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1. Representa:

a)y=x—|x=3[+|x+1|

x%+3x
REGR Y
Ay=|x-5|x

a) Intervienen dos valores absolutos, |x + 1| y |x— 3|, que cambian de signo en las
abscisas x =-1 y x = 3, respectivamente.

Por tanto:
x<-1, Jx+1]==x-1vy |[x=3==x+3 = p=x+x-3-x-1=x—-4
“1<x<3, Jx+1]=x+1y |Jx=3==x+3 = p=x+x-3+x+1=3x-2

x23, |x+1l]=x+1y |x-3=x-3 5> y=x-x+3+x+1l=x+4

Representamos, pues, esta funcion:

X —4 si x<—1
y=x—|x-3l+|x+1=93x-2 si -1<x<3
x+4 si x=>3
Y B
O"/ "
x‘T" .-
e / e
- R X
0" /"
!5
!
B

Unidad 11. Representacién de funciones
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b) El tnico valor absoluto que interviene es |x|. La abscisa en donde cambia de

signo x es 0. Por tanto:

<0, x| mox o y= X1
X x| =—x =—
’ YT
Y| s
\ H 0+ B
N\ LR
N\ :
\\ :
N !
N\ K
X
>0, x| . x? + 3x
X2 x| =x =
’ Y x+1
Y /
' /
: /
H /
:' ,/ Xt + 3x
; /T
; /
:' 1
I' -
R ! X|
Representamos, pues, esta funcion: % 7
Z+3 //
X X
2 —— si x<0 S
X<+ 3x —x+1 N y
y=—||+1= 2+3 \ ,/_x+2
X X X : >0 \ /) g
T S1 X 2 N / X1
X N
\\
N 1
X

Unidad 11. Representacién de funciones
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©) El tnico valor absoluto que interviene es |x —5|. La abscisa donde cambia de sig-

no x -5 es 5. Por tanto, analizamos como queda la funcion a la izquierda y a la
derecha de 5:

xX<5 = |x=5==x+5 = y=(=x+5x=-x2+5x
x>25 = |x=5=x-5 - y=(x-5x=x?

5| {—x2+5x si x<5
y=lx—5lx=

x2=5x si x>5

- 5x

Y |
' |
: |
B |
\ |
W/ \!/
\/
] " X
I nely
I '- o " [N
I " ff,' HL
| o ".41
| :
| H

Unidad 11. Representacién de funciones
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Descripcion de una grafica
1 |Representa una funcion continua y derivable en R tal que:

lim f(x) =+, lim f(x)=—, f'(2)=0

X = +oo X —> —o0

f(2) =1, f'(x) 20 para cualquier x.

/

2 |De una funcioén y = f(x) tenemos esta informacion:

D=R -{1, 4} lim f(x)=+c; lim f(x)=—co
x—> 1" x— 1"

lim f(x)=—oo; lirril : J(x) =+o0; lim f(x)=0

x4 X — oo

(si x > +oo, fi(x)>0; si x> —oo, f(x)<0)
f'(2)=0, f(2)=-1; f'(-D=0, f(-<1D)=-1

Represéntala.

34 Unidad 11. Representacién de funciones




s3

s4

dades:
lim f(x)=—oco, lim f(x)=+c
X —> —o0 x> oo

f(x)=0si x=-2, x=0, x=3, x=4
SJE2)=25 f(0)=0; f(3)=5; f(4)=4

! 3

a b
2 |
1 1 il a
\[/ |
| |
|
|
c d | L [ A
| ,i'ﬁ,/
\ 717
} L/
/1 12
4 [
/’4 [

a) e Asintotal horizontal: y = 2. Asintota vertical: x =0

lim fx) =2, [lim f(x) =2

X —> —o0 X —> too

(si x = —oo, f(x) <2; si x—> +eo, [f(x)<2)

lim f(x)=—oc0; [im f(x)=—00

x— 0~ x— 0%

e f(x) no tiene puntos singulares.

e Decrece en (—oo, 0) y crece en (0, +eo).

Unidad 11. Representacién de funciones
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Dibuja la grafica de una funcién de la que se conocen las siguientes propie-

Describe las siguientes funciones indicando sus asintotas y ramas infinitas,
sus puntos singulares y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
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b) e Asintotal horizontal: y = -2. Asintota vertical: x = -2

lim fx)=-2, [lim flx)=-2

X = —oo X —> +oo

(si x> —oo, flx)>=2; si x > +oo, f(x)>-2)

lim  f(x) = +o0;  lim  f(x) = —o0

X — =27 x — 2"
e Puntos singulares: f(0) = 0; f(0) = -1. Maximo en (0, -1)
e Creciente en (—oo, —2) U (=2, 0) y decreciente en (0, +eo).
¢) e Asintota horizontal si x — +eo: =0

lim f(x)=+e; [Iim [f(x)=0

X —oo X —> oo

(si x = +oo, f(x) > 0)
e Puntos singulares:
Sf1(0) =0; f(0)=0. Minimo en (0, 0)
f1(2)=0; f(2)=1. Maximoen (2, 1)
e Decreciente en (—eo, 0) U (2, +e0) y creciente en (0, 2).
d) e Asintota vertical: x = 2

lim f(x) = +o0;  lim [f(x) = —o0
X — 2- x— 2*

e Asintota oblicua: y = x
(si x— —oo, f(X)>2; si x—> +oo, f(X) < X)
e No tiene puntos singulares.

e Creciente en (—oo, 2) U (2, +o0).

Funciones polinémicas

Estudia y representa las siguientes funciones:

4
a)y=ux3+3x2 b) y=x3-3x%2+5 c)y=%—%x2+10
4 _ .5
e € y=x5—5x3 D y=(x-13-3x
)y =x3 + 3x?
e Ramas infinitas: -~ /
lim  f(x) = +eo;  lim f(x) = —oo
X — +oo X —> —o0

e Puntos singulares:

S0 =3x2+6x; 3x2+6x=0 — x(Bx+6)=0 1

< x=0, fl0) =0 — (0, 0) es un minimo.
x=-2, f(-2)=-8+3-4=4 — (-2, 4) es un maximo.

Unidad 11. Representacién de funciones



e Representacion:

[
[
|

e Ramas

X = +oo

S =

s

b)y=x3-3x2+5

infinitas:

lim  f(x) = +eo;  lim f(x) = —oo

X = —oo

e Puntos singulares:

3x2—6x; 3x2-6x=0 = xB3x—-6)=0

x=0, fl0) =5 — (0,5) es un maximo.
x=2, f(2)=1 — (2, D es un minimo.

e Representacion:

s

/

T —

Ui

x4

4

lim

<

S0 =

c)y=——%x2+ 10

e Ramas infinitas:

S(x) = 4o, lim f(x) = +oo

X — +oo X —> —o°

e Puntos singulares:

4x3 9
4 2
x=0, f(0)=10 — Maximo en (0, 10).
x=3, f(3) =-41/4 — Minimo en (3, —41/4).
x=-3, f(-3) =-41/4 — Minimo en (3, —-41/4).

Unidad 11. Representacién de funciones
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v

—— = 2x=x7-9x; x7-9x=0 > x(x?-9)=0
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e Representacion:

=
D

—
e
+ B

d)y=M t

64

e Ramas infinitas:

lim  f(x) = —o0; lim f(x) = +oo
X — +oo X = —oo l

e Puntos singulares:
1 1
/ - 3 _ 4y, 3 _ 4y =
JA®5) 64(20.76 S5x); 64(20x 5xH =0 —
x=0, f{0) =0 — Minimo en (0, 0).
320 -5x) =0 ’ :
= %0 =50 =0 <" _ 4, f(4) =4 — Miximo en (4, 4).

e Representacion:

‘ a
\

e)y=x>—5x3 A T
e Ramas infinitas:

lim  f(x) = +oo;  lim [f(x) = —eo

X — +oo X —> —oo

e Puntos singulares:

S0 = 5x% — 15x% 5x* —15x%2 =0 — Sx*x?-3)=0 l
x=0 —= f(0)=0

x=V3 5 f(3)=V3 - 533 =3 - 15V3 = —6\3

x=3 = f(3) = 35+ 5733 = —9V3 + 15V3 = 6V3

Unidad 11. Representacién de funciones
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Tiene un maximo en (—\/5, 6\/5), un minimo en (\/3, —6\/5) y un punto de
inflexion en (0, 0).

® Representacion:

110

L1\

Hy=@-13%-3 | T

e Ramas infinitas:

lim  f(x) = +eo;  lim  f(x) = —oo
X — +oo X —> —oo

e Puntos singulares: l
S0 =3x—-1D*=3 3x-1*-3=0 —
- (x-1D?=1 < x=0, f(O=-1 - Mflxlimo en (0, =D
x =2, f(2)=-5 — Minimo en (2, -5)

® Representacion:

6 |Estudia las ramas infinitas, intervalos de crecimiento y de decrecimiento,
maximos, minimos y puntos de inflexion de las siguientes funciones.
Represéntalas graficamente:

a)y=3+2-x)> b) y=2-(x-3)*
Qy=(x+1°-5 dDy=3-0-x)
Dy=3+Q2-xP {
lim f(x) = —oo
e Ramas infinitas < e
lim f(x) = +oo \
X — —o0
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e Puntos singulares:
S0 =-32-x?% B3Q2-x?=0 - x=2; f(2)=3

JS'<0 JS'<0

Signo de [ \ 2 \

/ es decreciente en IR.

No tiene maximos ni minimos.
Puntos de inflexion:

S =62-x); 62-x)=0 - x=2; f(2)=3

_f”>0 f//<0

— 7

El punto (2, 3) es un punto de inflexién con tangente horizontal

(f"@ =0y f1@=0.

e Grafica:

Signo de [f™: 5

Z\X

b)y=2-(x-3)

lim f(x) = —eo

e Ramas infinitas < e
lim f(x) = —oo

X — —o0

e Puntos singulares:

S0 = —d(x - 3% —4(x -3 =0 — x=3; f(3)=2

f/>o f/<o

Signo de f: / 3 \

[ es creciente en (—eo, 3) y decreciente en (3, +o0).

Tiene un maximo en (3, 2).

Unidad 11. Representacién de funciones
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Puntos de inflexion:

S0 = —12(x = 3)% —12(x =3 =0 — x=3; f(3) =2
fr<0 fr<o

No tiene puntos de inflexion.

Signo de f™:

e Grafica:
Y
1M
2 | X
Ay=+1°-5

lim f(x) = +eo N /
e Ramas infinitas < N

lim f(x) = +oo

X —> —oo

e Puntos singulares:

S0 =6(x+1); 6(x+1P=0 = x=-1; f(-1)=-5

j‘/< 0 f‘r> 0

Signo de f: \ 1 /

Decreciente en (-, —1). Creciente en (-1, +o0).

Minimo en (=1, =5).
Puntos de inflexion:

S0 = 30(x + DY 30+ D=0 > x=-1; f-1)=-5

f/r> 0 f//> 0

Signo de f" 1

N 4

No tiene puntos de inflexion.

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Grafica:

-1 X
dDy=3-(1-x73
lim f(x) = +oo 7
e Ramas infinitas < v
lim f(x) = —oo
x = —oo

e Puntos singulares:
S0 =31-x0% 31-x°=0 - x=1; (D=3

f/>0 fl>0

Signo de [ / 1 /

f es creciente en IR.

No tiene maximos ni minimos.
Puntos de inflexion:
S0 =-6(1-x); -6(1-x)=0 —> x=1;, D=3

f”< 0 f//> 0
1

7 NN

(1, 3) es un punto de inflexién con tangente horizontal, puesto que f'(1) = 0.

Signo de f™:

e Grafica:

T——

(O]

Unidad 11. Representacién de funciones
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Funciones racionales

7 |En las siguientes funciones, estudia su dominio, asintotas y posicion de la
curva respecto de estas, y represéntalas a partir de los resultados obtenidos:

1 -1
a)y_xz—l b)y_anc2+1 C)y_xz—l
x2-1 x x2-x+1
D= REAET Dy= a1
1
ay=
Y x%-1
e Dominio: R —{-1, 1}

e Asintotas:

lim f(x)=0; Iim f(x)=0

X = —oo X —> +oo

y =0 es asintota horizontal.
(si x = —oo, f(x)>0; si x— +oo, f(x)>0)
lim  f(x) = +oo |
x— -1"
lim  [(x) = —oo

x— 1"

lim f(x) =—o

x— 1"

lim f(x) = +oo

x— 1%

x = -1 es asintota vertical.

x =1 es asintota vertical.

e Grafica:

-1
b)y =
)y x2+1

e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim [fx)=0; Iim f(x)=0

X = —oo X —> +oo

(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)<0)

Unidad 11. Representacién de funciones
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D

Qy=

e Grafica:

-1

X
x%-1

e Dominio: R —{-1, 1}
e Asintotas:

lim f(x)=0; Iim f(x)=0

X = —oo X —> +oo
(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)

y =0 es asintota horizontal.

lim  f(x)=—oo |
x— —1" B X
. = -1 es asintota vertical.
lim  f(x) = +oo
x— —1* ]
lim [(x) = —co
x—= 17 B R
i x =1 es asintota vertical.
lim f(x) = +oo0
x— 1* ]
e Grafica:
-1 N~
N 1
ES NN |
X X

e Dominio: R — {0}

e Asintotas:

lim  f(x) = +oo
x— 07 . .
x =0 es asintota vertical.
lim f(x) = —oo
x— 0t

Unidad 11. Representacién de funciones



y =x es asintota oblicua.

(si x = —oo, f(x) >x; si x—> +oo, f(x) <x)

e Grafica:
4
//
71
14
A0 ]
//'
PZARAN IRRREE

X
1+ x2

ey =

e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim f)=0; lim f(x)=0

X — —oo X — +oo

(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)

e Grafica:

—

2 _ +1
£ y=X=x*1
Y xr+x+1

e Dominio:

-1+V1-4

2

xX*+x+1=0 > x=

D=R
e Asintotas:

lim fo=1;, Lim fx)=1

X = —oo X —> 4o

(si x = —eo, f(x)>1; si x— +eo, flx)<1)

y =1 es asintota horizontal.

Unidad 11. Representacién de funciones

— No tiene solucion.
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e Grafica:

Representa estas funciones estudiando previamente su dominio, asintotas,
posicion y extremos relativos:

8 2x x3 x2-_2x+2
a)y-2x+; b)y—m C)y—m d)y—f1

8
Ay =2x+=>
a)y=2x .

e Dominio: R — {0}

* Asintotas:

lim f(x) = —oo
x— 07 . .
x =0 es asintota vertical.
lim  f(x) = +oo
x— 0"

y = 2x es asintota oblicua.
(si x = —oo, f(x) <2x; si x — +oo, f(x)> 2x)
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
f/(x) =2 — i
52

y _ 2.%'2—8_ 2 _ =2
=0 — T_O - X _4<x=2

Signo de la derivada:

f>0 f'<0 f'<0 S'>0
/ -2 \ 0 \ 2 /

JS(x) es creciente en (—oo, —2) U (2, +o0).

es decreciente en (=2, 0) U (0, 2).
tiene un maximo en (-2, -8).

tiene un minimo en (2, 8).

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Grafica:

2X
(x + D?

e Dominio: IR —{-1}
e Asintotas:

lim f)=0;, Iim fx)=0

X — —oo X — +oo

(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)

y =0 es asintota horizontal.

lim f(x) = —oo
x— 1"
x = -1 es asintota vertical.
lim [f(x) = —oo
x — —1*

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

2+ D?—2x - 2(x+ 1D _ (x+ DQRx+2—4x) _ 2x+2
(x + D1 (x + D (x + 13

S =

=0 — 2x+2=0 — x=1

Signo de f"(x):

/<0 [0 ['<0
\—1/1\

JS(x) es decreciente en (—eo, —1) U (1, +o0).

es creciente en (-1, 1).

. L. 1
tiene un maximo en (1, 5

a7
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e Grafica:

x3 4
= = x4+ 2
Oy x2—4 * X2 — 4

« Dominio: R — {-2, 2}

e Asintotas:

lim f(x) = —oo]
x = =27 . .
X =—2 es asintota vertical.
lim  f(x) = +oo
x— 2" )
lim f(x) = —co ]
X — 27 P .
X = 2 es asintota vertical.
lim [(x) = +oo
x— 2"

Yy =x es asintota oblicua.

(si x— —o0, f(x) <x; si x—> +oo, [(x)

> x)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

P LG PR M VL P AL L LS U NP PR )

(% — 4)? (x? - 4)? G2— 42 (x2-4)2
x=0
S =0 — x*x*-12)=0 < - 12
x=v12

Signo de f"(x):
/>0 /<0 /<0

<0 <0 />0

P U N T N
() es creciente en (—oo, —\/ﬁ) U (\/ﬁ, +00),

es decreciente en (—\12,-2) U (=2, 2) U (2, V12).

tiene un Maximo en (—\/ 12 —3\/3).

tiene un minimo en (V12 5\/3)

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Grafica:
| T
| I\_/
1 1
| | 1
1 1 ,'
1 1 ’
i 7
T 17
o2r )
] s |
1 /’ 1
| 1 12 4
I, 1
A )
,’I 1
’ 1 1
,’ T T
’ 1 1
‘/ 1 1
1 1
1 |
/'\I |
2_2x+2 1
dy=2 X =x-1+

e Dominio: R — {1}

e Asintotas:

lim [(x) = —oo
x—= 1" . .
x =1 es asintota vertical.
lim f(x) = +oo
x— 1"

y=x-1 es asintota oblicua.

(si x> —oo, f) <x—1; s x— +oo, f(x)>x—-1)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

1 x-1%2-1 _ x*r-2x+1-1
a =1- = = =
S T T T ey - 12
_oxt-2x _ x(x-2)
(x - D? (x—1D?

x=0
S =0 = xx-2)=0<_ )
Signo de f"(x):

/>0 ['<0 ['<0 [0
/ 0 \ 1 \ 2 /

f(x) es creciente en (—oo, 0) U (2, +o0).

es decreciente en (0, 1) U (1, 2).

tiene un maximo en (0, —2).

tiene un minimo en (2, 2).

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Grafica:

Funciones “a trozos”

Representa esta funcion:

—x2-2x+2 si x<0

x2-2x+2 six=0

ﬂx)={

Indica sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento y sus extremos
relativos. ¢Tiene algin punto de inflexion?

—x%2-2x+2 si x<0

x%2-2x+2 si x20

S0 = {

e Si x <0, esuna parabola abierta hacia abajo:

Vértice: f/(x) =-2x-2; -2x-2=0 = x=-1, f(-1) =3

2+V4+8

Cortes con el eje X: —x?2—-2x+2=0 - x?+2x-2=0 > x=-

2
< x = 0,73 (no vale por ser 0,73 > 0)
x==273
e Si x>0, esuna paribola abierta hacia arriba:
Vértice: f'(x) =2x-2; 2x-2=0 — x=1, flH =1
. 2 2+V4-8 . .
Cortes con el gje X: x“—2x+2=0 — x=——7—— — No tiene solucion.

2
No corta al eje X.

Corte coneleje Y: 0-2-0+2=2 — (0, 2)

e Crecimiento y decrecimiento:
—2x -2 si x<0

2x—2 si x>0

J'Co = {

/(07 = =2 = /(0% Es derivable en x = 0.

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Signo de f'(x):
/>0 /<0 /<0 >0

/‘1\0\1/

Crece en (—oo, —1) U (1, +o0),

Decrece en (-1, 1).

Tiene un maximo en (-1, 3) y un minimo en (1, 1).

e Puntos de inflexion:

-2 si x<0
2 si x>0

S0 = {

F7(0) # £7(09). No existe f"(0).
Signo de f"(x):

_f”<0 Af//>0

2 NN

La funcion es convexa en (—oo, 0) y concava en (0, +eo).

0

En (0, 2) tiene un punto de inflexion.

e Representacion:

Pagina 332

10

Representa la siguiente funcion:
3 .
x>—-3x+1si x<0
S(x) = 2 .
(x-1) si x=0
Estudia sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento, sus extremos re-
lativos y su curvatura.

x3-3x+1 si x<0
fieo) = e
(x-1 si x=20
Unidad 11. Representacién de funciones 51
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e Continuidad:

Si x#0, [ es continua por estar definida por polinomios.

Si x=0:

lim x3-3x+1-=
x— 0"

lim (x-1?=1 Como [lim f(x) =1=f(0), f es continua en x = 0.
x—0" x—=0

SO =0-1?=1
e Crecimiento y decrecimiento:
2 _ o 0 "0 = —
Fi0 = 3x* -3 sTx< S0 =-3
2 -1 si x>0 | f/(0Y)=-2
Como f'(00) #£"(0%), f no es derivable en x = 0.

e Puntos singulares:

x =1 (no vale porque tiene que ser x < 0)

2_2 =
5x7=3 0<x=-1,f(—1)=5

2-D=0 — x=1, AD=0

S =0

f‘/>0 f‘/<0 f/<0 f/>0
Signo de f: /71 \ 0 \ 1 /

Crece en (-, —1) U (1, +). Decrece en (-1, 1).

Maximo en (-1, 3). Minimo en (1, 0).

e Curvatura:

6x  si x<0 "07) =0
J(x) = { . } ! }
2 si x>0 | f"(0") =2
(0 #££(0%). Por tanto, no existe f7(0).
f//< 0 f//> O
Signo de [ 0

N\

Hay un punto de inflexién en (0, 1.

—/

Y

At

-1 1 X
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PARA RESOLVER
11 |Representa las siguientes funciones, estudiando:
— Dominio de definicion, asintotas y posicion de la curva respecto de estas.
— Crecimiento y extremos relativos.
_4x—12 X _x-Dx-3)
VY= - 2)2 Dy V=T 2
2 x2+4 x2
d)y_9—x2 y= x f)y_w
2x3 xt ) x3
g)y—x2+1 h)y_x2—4 1)y_x+2
5y = (x—2)?
Ny=— "
4x — 12
Ay=——-=
YT w2
e Dominio: R — {2}
e Asintotas:
im foO=0, Iim [f(x)=0
X —> —oo X — +oo
(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)
» =0 es asintota horizontal.
lim [(x) = —oo
x = 27
x =2 es asintota vertical.
lim f(x) = —co
x — 2"
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
oo L A =202 = (dx—12) - 2(x = 2) _ 4(x—2)—2@4x—12) _
S0 = y = =
(x—2) (x—2)°
_ 4x-8-8x+24 _ —4x+16
(x—2)° (x—2)°
=0 - —-4x+16=0 — x=4
Signo de f"(x):
f<0 S>0 S'<0
-2 2
J(x0) es decreciente en (—oo, 2) U (4, +o0).
es creciente en (2, 4).
tiene un maximo en (4, 1).
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b)y=

e Grafica:

—

=_ X
(x —2)?
e Dominio: R — {2}
e Asintotas:
lim fo)=0; lim f(x)=0

X = —oo X — +oo
(si x = —co, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)

y =0 es asintota horizontal.

lim [(x) = +eo

x— 27 P .
x =2 es asintota vertical.

lim  [(x) = +o

x— 2%
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
— 2 _ . _ _2_ e —
f/(x) _ (x—2) X i(x 2) _ X 2 —2x _ X — 2
(x-=2) (x—2)3 (x—2)3
=0 - x-2=0 > x=-2
S'<0 S'>0 JS'<0

Signo de f"(x): > y
~_ _ ~

JS(x) es decreciente en (—oo, —2) U (2, +o0).
es creciente en (=2, 2).
. L. -1
tiene un minimo en (—2, ?)

e Grafica:

4

Unidad 11. Representacién de funciones



(x-Dw=-3) _ x*—4x+3 R N S

VY=o %— 2 x_2

e Dominio: R — {2}

e Asintotas:

lim  f(x) = 4o
X — 27 . .
x = 2 es asintota vertical.
lim [f(x)=—co
x— 27

Yy =x—2 es asintota oblicua.
(si x = —oo, f(x) >x—2; s x— +oo, f(x)<x-—2)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

1
) =1+ —+
J1(x0) + Y

S =0 — (x-2)2+1=0 — no tiene solucion
JS(x) no tiene extremos relativos.
S0 >0 paratodo x — [f(x) es creciente en todo su dominio.

e Grafica:

dy=-=~
E

e Dominio: R —{-3, 3}

e Asintotas:

lim [ =-1, Iim [f()=-1

X —> —oo X = +oo

(si x = —oo, f(x) <—1; si x> +oo, flx)<-1)

= -1 es asintota horizontal.

lim [(x)=—oco ]
X —> =37

lim  f(x) = +oo
x — —3*

lim [(x) = +oo

x— 3

lim f(x) =—oo

x— 3"

= -3 es asintota vertical.

X =3 es asintota vertical.

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

2x(9 —xH) —x? - (20 _ 18x—2x3 +2x3 _ 18x

S0 = 0 —x2)?

fx=0 — 18x=0 — x=0
Signo de f"(x):
/<0 /<0 >0

(9 —x?)?

(9 —x2)2

[>0

\-3\0/

J(x0) es decreciente en (—eo, —3) U (=3, 0).

es creciente en (0, 3) U (3, +o0).
tiene un minimo en (0, 0).

e Grafica:

2
y== +4=x+%

e Dominio: R — {0}

e Asintotas:

3

/'

lim [(x) = —o
x—= 0 . .
x =0 es asintota vertical.
lim  f(x) = +eo
x— 0F

Yy =x es asintota oblicua.

(si x = —oo, f(x) <x; si x—> +oo, f(x)>x)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

4

X2

S =1-

Signo de f"(x):
S>0 S<0 S<0

150

/—2\0\

2

/

Unidad 11. Representacién de funciones
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f(x) es creciente en (—eo, —2) U (2, +o0).
es decreciente en (=2, 0) U (0, 2).
tiene un maximo en (=2, —4).
tiene un minimo en (2, 4).
e Grafica:
o
L2
2
Hy=—2* _
(x - 3)?
e Dominio: R — (3}
e Asintotas:
lim f)=1;, lim f(x)=1
X — —oo X — +oo
(si x = —oo, ) <1; si x— +oo, f()>1)
y =1 es asintota horizontal.
lim  f(x) = +eo
x— 3 P .
x =3 es asintota vertical.
lim  f(x) = 4o
x— 3"
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
—2)2 _ y 2. _ _2) _ 942
G0 = 2x(x — 3)* —x . 2(x—-3) _ 2x(x-3) . 2x°
(x—-3) (x—-23)
_ 2x% - 6x - 2x* _  —6x
(x—3)3 (x - 3)3
f=0 - -6x=0 — x=0
Signo de f"(x):
/<0 />0 /<0
\ 0 / ’ \
f(x0) es decreciente en (—o0, 0) U (3, +o0).
es creciente en (0, 3).
tiene un minimo en (0, 0).
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e Grafica:

™~
i)
7
3
23 2x
)y = = 2x —
R x%+1

e Dominio: R

e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
y = 2x es asintota oblicua.

(Si x = —oo, f(x) >2x; si x — +oo, f(x) < 2x).

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

2xt + 6x2

oy 02 + D) =203 - 2x | 6t 4 6 — dxt
f(x) (xz + 1)2 (xz + 1)2

S)=0 — 2x’(x*+3)=0 — x=0
Signo de f"(x):
J() >0 para todo x # 0.

J(x) es creciente en todo R.

e Grafica:
J
74
a
4
Wy= 2=

e Dominio: R —{-2, 2}

Unidad 11. Representacién de funciones
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UNIDAD 11
e Asintotas:
lim  f(x) = +oo ]
X — =27
= -2 es asintota vertical.
lim  f(x)=—oo
x— =2F )
lim f(x)=—co ]
x— 27
x =2 es asintota vertical.
lim f(x) = +oo
x— 2* ]
X
lim [(x) = +eo;  [im & = —o
X —> —oo x> —oo X 215
1 Ramas parabdlicas
lim f(x) =+, [im —— =+
X —> 400 X = 40 X
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
00 = 4a3(x® = 4) —x* - 2 _ 4x0 — 16x3 — 20 _ 20 — 16x3 _
(x? = 4)? (x? - 4)? (x? — 4)?
_2xX3(x? - 8)
(x? — 49)?
x=0
F=0 — 2x3(x2-8) =0 < x=—\8
x=18
Signo de f"(x):
f'<0 f>0 f>0 f'<0 S'<0 />0

~. B _7 2 7 0=

tiene un maximo en (0, 0).

v

e Grafica:

N

-
D

Unidad 11. Representacién de funciones
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f(x0) es decreciente en (oo, —\/g) U (0,2) U (2, \/g)
es creciente en (—\8, —2) U (=2, 0) U (V8 +e0).

tiene un minimo en (=V8, 16) y otro en (8, 16).
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3
X+ 2

Dy=
e Dominio: R — {-2}

e Asintotas:

lim  [(x) = +eo
X — =27
= -2 es asintota vertical.
lim [(x)=—e
x— 2%
(€9)
lim  f(x) = +eo;  [im AR
X — —oo X = =
10 Ramas parabdlicas
X
lim fQx)=+eo;  lim ~—— =
X — +oo X = 4o X

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

Ax2(x +2) —xd B3+ 6x2—x3 _ 2x3 + 6x2

S = : -

(x +2)? (x +2)? (x +2)?
SW=0 > 22 D=0 "
x=-3
Signo de f"(x):
<0 >0 >0 >0

\ -3 / -2 / 0 /
JS(x) es decreciente en (—oo, —3).
es creciente en (=3, —=2) U (=2, +o0).
tiene un minimo en (=3, 27).

tiene un punto de inflexion en (0, 0).

e Grafica:
1
30
29
28
37
T
"4
=3
2
1
1
4 2| 123

1

1

)

1

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Dominio: R — {1}

e Asintotas:

lim f(x) = —oo
x— 1 . .
. x =1 es asintota vertical.
lim [(x) = +oo
x— 1"

y=x—3 es asintota oblicua.

(Si x = =00, f(x) <x—3; si x> +oo, f(x)>x—3).
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

1 (x—1?*-1 X2 - 2x
y =1 - =
SO T T T oD o2

x=0
S0 =0 — x(x—2)=0<x=2
Signo de f"(x):
>0 /<0 /<0 f>0
/ 0 \ 1 \ 2 /

S(x) es creciente en (—eo, 0) U (2, +eo).

es decreciente en (0, 1) U (1, 2).
tiene un maximo en (0, —4).

tiene un minimo en (2, 0).

e Grafica:

s12 |a) Halla las asintotas de la grifica de la funcion definida para x > 0 por

1+ x2
x

SJ(x) =

Unidad 11. Representacién de funciones
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s13

b) Halla las regiones de crecimiento y de decrecimiento de f indicando sus
maximos y minimos locales y globales, si los hay.

c) Esboza la grafica de f.

a) lim f(x) =+ — x=0 es asintota vertical.
x— 0F

Sl =x+ % — p=x es asintota oblicua.
(Si x = +oo, f(x) > x).

2
b =1- L -1
X X

x=-1 (no vale)

S =0 — x2-1=0<_
(x =-1 no vale, pues f(x) estd definida solamente para x > 0).
Signo de f"(x):

/<0 />0
0 \ 1 /

Sf(x) es decreciente en (0, 1.

x=1

es creciente en (1, +co0).
tiene un minimo (local y globaD en (1, 2).
no tiene un mMaximo.

9)

Dada la funcion f(x) = , se pide:

x+1
VaZ+1
a) Dominio de definicion, asintotas y posicion de la curva respecto de estas.

b) Miaximos y minimos relativos, e intervalos de crecimiento y de decreci-
miento.

c) Dibuja la grafica de f.
a) » Dominio: R (porque x?+1>0 paratodo x).
¢ Asintotas:

No tiene asintotas verticales porque el denominador no se anula para ningin

valor de x.

Unidad 11. Representacién de funciones



Asintotas horizontales:

B x+1 ~ -x+1
im ——= lim ——=-1

x— - Vx2+1 x— o V2 + 1

B x+1
lim —/—-=1
x>+ \x2 +1

= -1 es asintota horizontal cuando x — —eo ( f(x) > —1).

y =1 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 1).

2x
N2+ 1-(x+ 1) ——
2Vx2+1 a2 +l-x?-x  1-x

b) f'(x) = PR ST ey Ve
S0=0 - 1-x=0 — «x=1
Signo de f"(x):

£>0 <o

1

J(x) es creciente en (—eo, 1).

es decreciente en (1, +c0).

tiene un maximo en (1, V2 ).

<)

s14 |Representa graficamente la funcion:
p(x) = x*+ (4/3)x3 + 2x2 -2

¢Cuantas raices reales tiene este polinomio p(x)?
p(x)=x4+%x5+2x2—2

o lim pQx)=-+eo;  [im px) = +oo
X — —oo X — +oo

o p'0) = 4x3 + 4x? + dx = dx(x? + x+ 1)

p'x=0 — x=0 — Hayun punto singular en (0, -2).

Unidad 11. Representacién de funciones
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e p(x) =12x%+ 8x + 4 =40Bx>+2x+ 1)

2 +V4-12

p'x)=0 —> x=-————" — no tiene solucion.

6

Pp(x) no tiene puntos de inflexion.

e Grafica:

Y

e f(x) tiene dos raices reales.

Dadas las siguientes funciones, halla sus asintotas, estudia el crecimiento y
la existencia de maximos y minimos. Dibuja su grafica:

x x3
Vy=z_3 Py= iz
= — = 2— — —
oy x+(x_1)2 dDy=Vx*—4 —x-2
X
) y= ¢
y 2_3

e Dominio: R - {-V3, V3}

e Asintotas:

lim _ f(x) = +co |
N x=-V3 es asintota vertical.

lim _ f(x) =—eo
x — 3+ ]

lim_ f(x) = —oo
X —> \/57 .

3 x =13 es asintota vertical.

lim_ f(x) = +oo

x— 3"
X

lim 29 =0 — yp=0 es asintota horizontal cuando x — —eo

Yoo XT3 (f(0) > 0)
(€9) .

lim f(x)=+eo;  [im f— = +eo  — Rama parabolica

X — +oo X — 40 X

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Crecimiento, maximos y minimos:

o _ P =3) —e¥ - 2x _ e¥(x?-2x-3)
o 2 - 3)? =3

2+N4+ 12 _2+4

2 2

S =0 = x*-2x-3=0 — «x-=

< x=3, f(3)=¢/6
x=-1, f(-1) =-1/2e
Signo de f"(x):

f/>0 f/>0 f/<0 f/<0 f/>o
/ 3 / -1 \ \3 \ 3 /
J(x) es creciente en (—eo, —\V3) U (=3, 1) U (3, +o0).

es decreciente en (-1, V3) U (¥3, 3).

— 3
tiene un Maximo en (—1, —1) Tiene un minimo en (3, %)

2e
e Grafica:
—21"\52
’ 1 (1/4)x
b)p= X = 2y /DX
Y 4x2 + 1 4 4x2% + 1

e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

Y= ix es asintota oblicua.

4

(Si o = —oo, f(x)> %x; si X = +oo, f(X) < %x)

e Crecimiento, maximos y minimos:

) = 3x%(4x? + D —x3 - 8 _ 12x* + 3x% — 8xt | dat + 32
(4o + 12 (4o + 12 (4o + 12

S0 =0 — x?Ux*+3)=0 = x=0 — (0,0

F0)>0 si x#0 — f(x) es creciente (tiene un punto de inflexion en (0, 0)).

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Grafica:

I//
///
‘/
5D
/
9/
pa
S
S
S
S
/,
AQy=x+ S —
(x—1D?

e Dominio: R — {1}

e Asintotas:

lim [(x) = +oo
x— 1" . .
x =1 es asintota vertical.
lim f(x) = +oo
x— 1"

Yy =x es asintota oblicua.

(Si x = —oo, f(x) >x; si x— +oo, [f(x) > x).

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

8§ _ (x-13-38
(x - 13 (x—1)3
S0=0 - x-13=8 - x-1=2 — x=3

Signo de f"(x):
>0 /<0 >0
/ 1 \ 3 /

S0 es creciente en (—oo, 1) U (3, +e0).

S =1-

es decreciente en (1, 3).

tiene un minimo en (3, 4).

e Grafica:

Unidad 11. Representacién de funciones



dy=vVx?-4 —x-2

e Dominio: (—oo, —2] U [2, +o0)
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

Iim fx) = lim [Na?—4 +x—2] = +eo

X —> —oo X — +oo
(x) 2_ 4+ x—
m= g L o g, NXP-dtx-2 2
x—> -0 X X —> +oo —X -1

n= lim [fQ)+2x]= lim [Nx*—4 +x-2-2x]=

X — —oo0 X —> +oo

= Jim (Nx?—4 —x=2]= Iim [Nx*-—4 —(x+2)] =

X = oo X = +oo

[Vx? — 4 — (x + 2] [Nx? — 4 + (x + 2)]

= Iim =
X = +oo (Va2 — 4+ (x + 2)]

X% —4—(x+ 2)? 3 x2—4—x*—4dx—4
= [lim = [lim =
x> too NX2—4 +x+2 x> to  NXEP—4+x+2

—4x -8 —4

lim ———2—% =2 -

X+ VX2 —4 +x+2 2

y =-2x—2 es asintota oblicua cuando x — —eo.

(f(x) <—2x-2)
lim f(x)= lim [Nx*-4 —x—-2]==2
X — too X —> too
y =—2 es asintota horizontal.
(f(x0) <-2)

e Crecimiento, maximos y minimos:

2x l_x—Vx2—4

2Vx2 — 4 - Va2 — 4

J'Co =

JS(x) no es derivable en x=-2 nien x=2.
=0 - x-Vx2-4=0 - x=Vx’-4 - x=x2-4 —
— no tiene solucion — no hay puntos singulares
Signo de f"(x0):
/<0 no existe >0
~— 2

f(x) es decreciente en (—oo, —2) vy es creciente en (2, +o).

Unidad 11. Representacién de funciones
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Estudia los maximos, los minimos y los puntos de inflexion de las siguien-
tes funciones y represéntalas graficamente:

eX_ex eX +eX

a)y=T b)y=T c)y=senx+cosx para 0 < x<2n
X — o™X

ay= — = senh x. Esta funcion se denomina seno hiperbdlico de x.

\ _ X + o=
S0 —

=0 — e*+e*=0 — no tiene solucion —
— no hay maximos ni minimos

S0 >0 paratodo x — [f(x) es creciente
X —X
. fr(x) = &€
4 2

[0 =0 —> e'—e¥=0 — v L

=0 - e¥-1=0 —
- e¥=1 = 2x=0 — x=0 — »=0

Signo de f"(x0):

f”< 0 f//> 0
/_\ 0 U Hay un punto de inflexién en (0, 0).
e Grafica:
2
2

Unidad 11. Representacién de funciones
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X+ e L2 . . A1
by = € 7€ - coshx. Estafuncion se denomina coseno hiperbdlico de x.
2

X —X
e fll)=%—¢"
S 2
=0 - ee'—e¥=0 - x=0 - y=1

Signo de f"(x):
S<0 S>0

\ 1 /'

Hay un minimo en (0, D).

X + —X
o frx)=L ¢
2
S"(x) =0 — no tiene solucion — no hay puntos de inflexion

e Grafica:

o y=senx+cosx para 0<x <21
e f1(x) = cos x —sen x

X =

=0 — cosx=senx — tgx=1<

,4;‘\:_}" %|?—I

X =
Signo de f"(x):
/>0 J'<0 >0

e N

Hay un maximo en (%, \E) y un minimo en (STR, —\/E)

e [(x) =—sen x— cos x

31
YT
S0 =0 — senx=-cosx — tgx=—1< .
T
YT
Unidad 11. Representacién de funciones 59
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Signo de f"(x0):

fH< 0 fl/> 0 f‘//< O
0 /\ 3n m 27
4 U 4
Hay un punto de inflexion en (3%, 0], y otro en 7—n, 0).
e Grafica:
1 7
31N /1n|2n
T\ /T
N

Estudia el dominio de definicion, las asintotas y los extremos de cada una
de las siguientes funciones y, con esa informacion, trata de encontrar su
grafica entre las siguientes:

an\ (Y4 l\ :\\ |
a)y= , NAVEY/Em
sen x — \ /1 '
b)y=xe* _ 2 n T
—_—T ]} AN 2] | ;
x i /AL i
Qy=seny N EE
=3 1% N
dy=Ux N .
SN T
ey=VaZ+1 NI 4 /TN
\\ ,’/ . i %_
f)y=sen?* x i ’
(%) (o)
\Z/ N\
’ /
™
A n 2~L_3m T

senx=0 — x=0+Tmk ke Z

D=R -{nkl, ke Z

Unidad 11. Representacién de funciones



e Asintotas:
x =Tk, ke Z son asintotas verticales.

No hay mds asintotas.

e Extremos:

1(x) = ZCOSX
S sen? x

x=Tm/2+ 2mk
=0 — cosx=0<x=3n/2+2nk } (ke 2)

Signo de f"(x) en (0, 2m):
S<0 S>0 S>0 <0
0 3 2
~ % = TR ~ Z
JS(x) es periddica de periodo 2.

JS(x) es decreciente en (O, %) U (5775, Zn).

es creciente en (%, TC) @] (n, 37“

tiene un minimo en (%, 1).

tiene un maximo en (3775, —1).

e Grafica — @

b)y=xe*

e Dominio: R

e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
-1

P . P . _ o —x _
lim fo)= Ilim —-xe*= [im ——= |lim — =
X —> —oo X = +oo x> 40 ¥ x> 4o ¥

» =0 es asintota horizontal cuando x = —co (f(x) <0).

J

lim [f(x) = +eo; [im “—— =+c0 — Rama parabélica
X = +oo X —> 4o0 X

e Extremos:
S0 = e+ xer =e¥(1 + x)

=0 - 1+x=0 - x=-1

Unidad 11. Representacién de funciones
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Signo de f"(x0):

S'<0 S>>0
\ —-1 /

Sf(x) es decreciente en (—oo, —1).

es creciente en (=1, +o0).
. L. -1
tiene un minimo en |-1, —|.
e
e Grafica — @

c)y=sen£
2

e Dominio: R
e Asintotas: No tiene.
e Extremos:
1 X
"(x) = = cos =
S = 2 cos 2

=0 — cos%=0 — %=%+n/e - Xx=7+2nk

J(x) es periddica de periodo 4.

Signo de f"(x):
/>0 S'<0 f'>0

0 / T \ 37:/475

f(x) es creciente en (0, ©) U (3m, 410).

es decreciente en (m, 3m).
tiene un maximo en (7, 1).

tiene un minimo en (3w, —1).

e Grafica — @

dy=Vx
e Dominio: R

e Asintotas: No tiene.

im fo0 = —eor im0
X — —oo X — —o X 13
Ramas parabdlicas
_ W
lim f(x) = +eo;  [im —— =0

X — +oo X — too

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Extremos:

S(x) = % —  f(x) no es derivable en x = 0.

33x2

/() >0 para todo x # 0.
Jf(x) es creciente.

e Grafica — @
e y=VxZ+1

e Dominio: IR
e Simetria:

S0 = f(x) — f(x) es par: simétrica respecto al eje Y.
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim  f(x) = +eo
X —> +oo
W) _oAx?+1
lim ——= Ilim ——— =1
X — 40 X X — 40 X
N _ N
lim [foo-xl= tim (Va2 +1 —a] = 1im (W +1 = 20) (o +1+x)=
X — +oo X — +oo X = +oo \/x2+1+x
x2+1-x? 1

= lim ——— = lim ——=0
x> oo NXZH1+X x> 4o X241+ x

¥y =x es asintota oblicua cuando x — +eo (f(x) > x).

Por simetria:

y =—x es asintota oblicua cuando x — —eco (f(x) > —x).

o Extremos:

2x _ X
2Vx2+1 Va2 +1
fo=0 - x=0

Signo de f"(x):
/<0 />0
~ " _“—

f(x) es decreciente en (—oo, 0).

J'@o =

es creciente en (0, +c0).
tiene un minimo en (0, 1).

e Grafica — @
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f) y=sen

2x

Dominio: R

e Asintotas: No tiene.

Extremos:

S0 = 2 sen x cos x = sen 2x

X)=0 — sen2x=0 — 2x=0+nk — x=%k keZ
S 2

S(x) es periddica de periodo .

Signo de f"(x) en (0, m):

J>0

/<0

0 T
7 3

JS(x) es creciente en (O, %)
es decreciente en (%, n).

tiene un maximo en (%, 1).

\ n

tiene un minimo en (0, 0) y otro en (x, 0).

e Grafica — @

Pagina 333
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Representa las siguientes funciones:

a) y=—
o y=xlnx
e)y=e‘"2
g)y=%
ay=—r

n x
b)y_T
dy=(x-1e”~
y=x%e™

h)y=m(x*-1)

Dominio: R (ya que e¥# 0 paratodo x).

Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim —‘f 1€ =

lim f(x) = —oo;

X —> —o0

x— -0 X

— Rama parabdlica

Unidad 11. Representacién de funciones
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UNIDAD 11
_ _ X (D 1
lim flx)= lim —= lim — =0
X —> +oo x> +oo € X —> +oo €
y =0 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 0).
(1) Indeterminacién —. Aplicamos la regla de L'Hopital.
e Puntos singulares:
e¥—xe* e¥(1l-x 1-x
f,(‘x) = er = er = e
=0 — 1-x=0 — x=1
/>0 /<0
Signo de f"(x0):
/ 1 \
f(x) es creciente en (—oo, 1).
es decreciente en (1, +o0).
. . 1
tiene un maximo en |1, —).
e
e Corta a los ejes en el punto (0, 0).
e Grafica:
1
2
In x
by =~
e Dominio: (0, +co)
e Asintotas:
lim f(x) = - — x=0 es asintota vertical.
x— 0
Inx 1/x
lim ——= Ilim ——=0 (1) Aplicamos la regla de L'HOpital.
x40 X X —> +oo
=0 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 0).
Representacién de funciones 75
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e Puntos singulares:

A/x) - x—Inx 1-Inx
S0 = 2 = 2

X

=0 — Ihx=1 —> x=e

Signo de f"(x):

/>0 f'<0
0 / e \

JS(x) es creciente en (0, e).

es decreciente en (e, +c0).

tiene un maximo en |e, %)
e Corta al eje X en (1, 0).
e Grafica:
1
2
Ady=xinx
e Dominio: (0, +oo)
e Asintotas:
Iim xnx= Ilim Inx v im L = lim —-x=0
x— 0" x>0 1/x x— ot —1/x x—0*

(1) Aplicamos la regla de L'Hopital.

No tiene asintotas verticales.

lim  f(x) = +o0;  [lim f(—X)=

+eo — Rama parabolica
X = +oo x—+oeo X
¢ Puntos singulares:
1
S =mx+x - —=hx+1
x

1
S0=0 = Imx=-1 — x=e’1=?
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Signo de f"(x0):
/<0 />0

0\%/

1
JS(x) es decreciente en |0, —).
e
es creciente en |—, +oof,
. . 1
tiene un minimo en [—, —|.
e’ e
e Corta al eje X en (1, 0).
e Grafica:
1
1
dDy=W-De"
e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
B B B -x-1m® -1
Iim fx)= Ilim (—x—1De ™= Ilim = lm —(=0
X — —oo X — +oo X — +eo € X — too €

(1) Aplicamos la regla de L'Hopital.

=0 es asintota horizontal cuando x — —eo (f(x) < 0).

lim  f(x) = +eo;  [lim S

m i = +c0 — Rama parabdlica
e Puntos singulares:
[l =e¥+(x—-De¥=e*1 +x-1) =xe*
S =0 = x=0
Signo de f"(x):
S'<0 f>0

~ 0 -

Unidad 11. Representacién de funciones




J(x) es decreciente en (—eo, 0).
es creciente en (0, +o0),
tiene un minimo en (0, —1).
e Corta al eje X en (1, 0).
e Grafica:

~——

T

e)y= o

e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim fx) = lim f(x) =0

X —> —oo X —> +oo

y =0 es asintota horizontal (f(x) >0 para todo x).
e Puntos singulares:
S0 = 2xe
SX)=0 = 2x=0 — x=0
Signo de f"(x):
f>0 /<0
0

J(x) es creciente en (—eo, 0).

es decreciente en (0, +o0).
tiene un minimo en (0, 1).

e Grafica:

Unidad 11. Representacién de funciones
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f) y= xz =X
e Dominio: R
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

, _ () -
lim  f(x) = +o0;  [lim [ _ —oco — Rama parabdlica
X —> —oo X — -0 X
2
_ _ X“ (1 _ 2x 2
lim  f(x) = +eo;  lim —x(=) lim —= lim —/ =0
X —> teo X — too € X — +oo € X — +oo €

» =0 es asintota horizontal cuando x — +eo ( f(x) > 0).

(1) Indeterminacion —. Aplicamos la regla de L'Hopital.

e Puntos singulares:
2

X
-
P - 2xeX — x2eX _ e 2x — x2) _ 2x — x2
e~ e~ e’

, _ a2 L x=0
=0 - 2x-x*=0 - xQ2-x O<x=2
Signo de f"(x):

f/<0 f/>0 f/<0

\ 0 / 2 \

f(x) es decreciente en (—oo, 0) U (2, +o0),

es creciente en (0, 2).

tiene un minimo en (0, 0).

4
tiene un maximo en |2, —2)
e

e Grafica:
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X3

Dy=-——7

In x

e Dominio:

Imx=0 — x=1. Ademais, ha de ser x> 0.

Dom = (0, 1) U (1, +e0)

Asintotas:

me+ S =0

x—=0

x =1 es asintota vertical.

lim  f(x) = +o0;  lim f(—X)=

+eo  — Rama parabdlica
X —> +oo x40 X

Puntos singulares:

32 nx—x3- (1/x) _ 3x% In x — x> _ x2Blnx-1)
(In x)? (In x)? (In x)>

S0 =

x =0 (no vale)

S@=0 = xGlnx-1)=0<__

mx=1/3 — x=e/3
Signo de f"(x):

f/<o f/<0 f/>0
0 \ 1 \ eV /v

f(x) es decreciente en (0, 1) U (1, e'/3).

es creciente en (el/3, +o0),

tiene un minimo en (e'/3, 3e).

e Grafica:

5 | [ ]
o \!/
205
N l1s
\
\
\

Unidad 11. Representacién de funciones
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hy=mhx?-1
e Dominio: (—oo, —1) U (1, +o0)
e Asintotas:

lim  f(x) = -0 — x=-1 es asintota vertical.
x— -1

lim f(x) =—-c — x =1 es asintota vertical.

x— 1"
lim  f(x) = +eo;  [im [ =0
X — —oo X = -0 X .
Ramas parabolicas
S

lim  f(x) = +o0;  [lim
X — +oo X — +eo X

0

e Puntos singulares:

2x
x%-1

=0 — 2x=0 — x=0

J'Co =

No hay puntos singulares (x =0 no pertenece al dominio).
e Puntos de corte con el eje X:
2 - 2 - 2 - x=-N2
nhx--1D=0 - x-1=1 - x —2<
Puntos: (—\E, 0) vy (\E, 0)

e Grafica:

19 |Estudia y representa las siguientes funciones:

a) y = V4— x2 b)y=Vx?-x
2
Ay=Vx?—4x+5 dy-= J:’
x“—-1
) y=V4-x?

e Dominio: R

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

X
lim  f(x) =—c;  lim —f;) =0
X = —o0 X = = - Ramas parabolicas
X
im f) = e lim L) 0
X — +oo X —> too X

¢ Puntos singulares:

f1(x) = j—Z—x
N4 - x?)?

fx=0 - 2x=0 — x=0

— f(x) no es derivable en x=-2 nien x=2.

Signo de f"(x):
>0 f>0

Pt R

Jf(x) es creciente en (—oo, 0).

<0 f'<o0

es decreciente en (0, +o0).

tiene un Maximo en (O, V4 )
e Cortaaleje X en (=2,0) yen (2,0).

e Grafica:

2

fE s

b)y=Vx?—x

e Dominio: (—oo, 0] U [1, +o0)

* Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim  [(x) = +oo
X — —oo
X 2
lii & = lim XTtx
x— -0 X X = Ho0 T

Unidad 11. Representacién de funciones
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lim [fo) +x]= lim [Nx?2+x —x]=

X = —oo X = +oo
I [Vx? + x — o] [Vx? + x + x] _
X = +oo (\/x2+x+x)

X%+ x— x? x

1

= lim —fFT—— = |IIm —]m——=—

X — +oo V.x2+x+x X —> too Vx2+x+x 2
1

=—x+ % es asintota oblicua cuando x — —oeo | f(x) < —x + E)

lim  f(x) = +oeo

X —> +oo
X 2 _
im L, X=X
X —> 40 X X —> oo X
lim [foo -xl= lim [Na?-x —x]=
X —> +oo X —> +oo

- [Vx? — x — a [V — x + &]
S e ea )

I
~
g

3 X% —x—x2 —x
= lim

-1

T = lim —V—=—

X — +oo .X'Z—.X'+.X' x—)+oo’\/m+x 2
y=x- % es asintota oblicua cuando x — +eo (f(x) <x- %)

e Puntos singulares:

2x—1

"(x) = ———
S 2Vx%2 - x

FO=0 = 2x-1=0 — x=%

No tiene puntos singulares (en x = % no estd definida f(x)).

Signo de f"(x0):

/<0 no existe />0
\ 0 1 /

JS(x) es decreciente en (—oo, 0].

es creciente en [1, +oo0).

e Pasa por (0,0) y (1, 0).

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Grafica:

AN 4

) y=VNx?—4x+5

e Dominio:

4 +16 - 20

x2—4x+5 =0 — x=f —  no tiene solucion

f(x) >0 paratodo x.
D-R

e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim  f(x) = +oo
X — —oo

- J _ Vo2 + 4 + 5

lim ——= lim ————— =-1
x— —oo X X = +oo —-X

lim [fo0) +x]= Iim [Vx?+4x+5 -] =
X — —oo X — +oo
- iim (Va? + 4+ 5 —x) (Va? + 4 + 5+ x)
X = +oo (\lx2+4x+5+x)

X2+ 4x+ 5 —x? 4x + 5

= [lim > = [lim =
x> oo VX2 +4X+5+X x> to VX2 +4x+ 5+ x

-
2

Yy =-x+ 2 es asintota oblicua cuando x — —co (f(x) > —x + 2).

lim  [(x) = +oo
X —> +oo
o fo Nx2—4x+5
lim ——= lim —————— =1
X = +oo X X —> +oo X

Unidad 11. Representacién de funciones
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lim [f)—x]l= lim [Nx?—4x+5 —x]=
X — +oo X —> too
- i (Va2 =4 + 5 —x) (N2 =4 + 5+ x)  _
X —> +oo (\ix2—4x+5+x)

p x% —dx + 5 — x? p —4x+5
= lim = lim =
X 400 VX2 —4X+ 5+ X x> o VX2 —4x+ 5+
I SN
2

Yy =x—2 es asintota oblicua cuando x — +e (f(x) > x— 2).

e Puntos singulares:

2x — 4 x—2
fi(x) = =
2Vx? —4x+5  NaZ—4x+5

=0 — x-2=0 — x=2

Signo de f"(x):
S'<0 S>0
\ 2 /r

JS(x) es decreciente en (—oo, 2).

es creciente en (2, +co).

tiene un minimo en (2, 1).

e Grafica:

Dy
Vo Va2 — 1

e Dominio: (—o, —1) U (1, +o0)

e Simetrias: f(—x) = f(x) — [f(x) es par: simétrica respecto al eje Y.

Unidad 11. Representacién de funciones




e Asintotas:

lim f(x) =+ — x=-1 esasintota vertical.
x = -1"

lim f(x) =+ — x=1 es asintota vertical.
x— 17

lim  f(x) = +oo
X — —oo

lim m= lim —— = lim ——— =-1
x— -0 X x— - Nx2 -1 x—+oVx2-1

.X'Z
TR S N
x—)—oo[f ] x— ol V2 — 1
x2—xVx?-1

= lim ———— =
X = +eo x? -1

) (xz—xM)(x2+xM) _

= lim

x>t (Va2 =1) (a0 + 2 Vx? —1)
p xf o x2(x2-1)
- Iim -
x> 4o (V2 =1) (a2 + 2 Va2 —1)
X a4 x2

TG (e )

2

X

= Iim =
x = too X2NXZ -1+ x(x2 -1
2

= [lim =0
X = +oo X2NX2 -1+ x3 —x

= —x es asintota oblicua cuando x — —oo (f(x) > —x).

lim  f(x) = +oo

X = +oo

lim M= lim X

X — 40 X x—)+oc'\/‘x2_1

Como f(x) es par, larecta y=ux es asintota oblicua cuando x — +eo (f(x) > x).

e Puntos singulares:

2x
20Vx2 — 1 — 5?2 —————
2Vx2 -1 2x(x? = 1) — &3 2x3 = 2x — x3

S0 = x> — 1) T oN&2-1 N2 -15
_ X3 - 2x
Vix? - 1)3

Unidad 11. Representacién de funciones
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x=0 (no vale)
f0=0 — xx*-2)=0 x=-2
5 =2
Signo de f"(x)
/<0 />0 no existe no existe /<0 />0

~ -2 — B 0 ! ~ V2 —
f(x) es decreciente en (—eo, —\V2) U (1, V2).

es creciente en (—\/E, —1) U (\/E, +c><>).

tiene un minimo en (—\E , 2) y otro en (\/E , 2)‘

e Grafica:

20 | Dibuja la grafica de las siguientes funciones:
a)y=x+|x+2

b)y=2x—|x—3|

Qy=|x|+[x-3|

dDy=x|x-1|

)y =x+|x+2|
Como |x+2| =0 & x=-2, estudiamos [ a la izquierda y a la derecha de
—2 para definirla por intervalos.
—x -2 X+ 2 -2 siox <=2

2x + 2 siox=>-2

ﬂ@={

X X

/ 1 X
—2

Unidad 11. Representacién de funciones 87
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b)y = 2x — |x - 3|

Estudiamos la funcion para valores menores y mayores que 3.

—-x+3 x-3

2x—(=x +3)=3x-3
2x—(x—=3)=x+3

Restamos: {

2x 2x

3x—3 si x<3
Sl ={

xX+3 six=3

Y

4
O

Ay =lxf +|x -3

Como |x]|=0 en x=0 vy |[x-3] =0 en x =3, estudiamos f a la izquierda
y a la derecha de esos puntos.

-x | X | X X+ (=x+3)=-"2x+3
0 3 Sumamos: x+(=x+3)=3
~«+3 i —x+3 i x-3 x+ (x=-3)=2x-3

2x+3 s x<0
S0 =43 si 0<x<3
2x—3 si x>3

N

[SY)

dy=x|x-1|
Estudiamos fa la derecha y a la izquierda de x = 1.

X+ 1 x-1 x(x+1D=-x%+x

Multiplicamos: {

_ a2
. . x(x-1)=x*-x

Unidad 11. Representacién de funciones
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UNIDAD 11
—x%+xsi x<1
o) =
/ x?—x si x>1
e y=—x?+x es una paribola abierta hacia abajo:
Vérti 2x+1=0 — 1fl)1
D -2x = x=— fl=|=—
értice > /13 4
Cortes con OX: —x2+x=0 = x(x+1D=0 = x=0, x=1
e y=x2—x esuna paribola abierta hacia arriba:
1
Vértice: 2x—1=0 — x= > (no vale, ya que debe ser x> 1)
x=0 (no vale)
Cortes con OX: x?—x=0 — x(x-1) =0
@-D=0<T"
Y Y Y ]
o y= \ V=0
/ yi=x|x+ 1]
) . /
~J X " /
/, % iy 1 /
/ " ! / X
a " /
3 B X /
/ ;
/
Representa graficamente:
1
a =
_[2x|
b)y = el
1
VI -2
si x<0
Definimos la funcién por intervalos: f(x) = —xl—
si x20
x p—
Si x<0 ! -l
ix = = :
YT T2 T x w2
e Dominio: R —{-2}

e Asintota vertical:

fin fe < N SO0 = e

x— -2 Si x>-2, flx) > —oo

X =—2 es una asintota vertical.

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Asintota horizontal:

=0 es asintota horizontal hacia —ee (f(x) > 0).

, Y

—

Si x=20, y= P

e Dominio: IR —{2}

e Asintota vertical:

i fo < SRS

x =2 Si x> 2, flx) = +oo

e Asintota horizontal:

111 ! 0
m =
X —> +oo X -2

y =0 es asintota horizontal hacia +eo (f(x) > 0)

e
|
\

\
|
l

1

La grafica de y = es:

|| -2

T ———

[ —

|

—_—

Iy

Unidad 11. Representacién de funciones
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x2+1

by =

Definimos la funcién por intervalos:

—2x

e si x<0
S = 2x

—— si x=20

xc+1
Si <0 3 —-2x )
ix ’y_x2+1'

e Dominio: IR
e No tiene asintotas verticales.

e Asintotas horizontales:

)
lim * _0

X — —oo xz +1 B
» =0 es asintota horizontal hacia —eo (y > 0).

e Puntos singulares:

22+ D+ 2x 0 2x 0 2x%— 2 + 4x2 2x%2 -2

fl(x) = (xz + 1)2 = (xz + DZ = (xz + 1)2

x=1 (novale, 1>0)

2x2 -2
J@=0 = cogr=o<,_ feD =1

Signo de f*
/>0 /<0
/ -1 \ 0

Maximo en (-1, 1).

[Riy

-
.o

Unidad 11. Representacién de funciones
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2x )
x%+1°

Si x=20, y=

e Dominio: IR
e No tiene asintotas verticales.

e Asintotas horizontales:

¥ =0 es asintota horizontal hacia +eo (y > 0).

e Puntos singulares:
2%+ 1D - 2x - 20 2x%+2
(xz + 1)2 (xz + 1)2

J'Co =

= -1 (no vale, -1 <0)

/ - _ D2 =
S0 =0 = 2x*+2 0<x=1,f(1)=1
Signo de f*
/>0 /<0
0 — ! ~

Maximo en (1, 1).

Y
-
/ T~
. 1 X
e 2x
La grafica de y = |2 | es:
x“+1
Y
~ [
] N\ | / T~
-1 L X

Unidad 11. Representacién de funciones
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UNIDAD m

Una particula se mueve a lo largo de la grafica de la curva de ecuacion

2x
y= 12 para x> 1.

En el punto P

4
2, -3 la deja y se desplaza a lo largo de la recta tangente a

dicha curva.
a) Halla la ecuacion de la tangente.

b) Si se desplaza de derecha a izquierda, halla el punto en el que la particu-
la encuentra a la asintota vertical mas préxima al punto P.

c) Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, halla el punto en el que la
particula encuentra el eje OX.

a) Pendiente de la recta tangente en x = 2:

) - 201 —x?) = 2x(=20x0) 2 —2x% +4x%  2x%+2
: (1 - x2)? A-xD? d-a2)?
10
=f1(2) = —
m=f"(2) 9
La ecuacion de la recta tangente en P es:
4 10 10 32
= _—— 4 — — 2 - = — =
y=-3ty (x—-2) y=5E=

b) La asintota vertical mas proxima a P es x = 1. Tenemos que hallar el punto
de interseccion de x =1 con la recta tangente anterior:

_w0 32| 22
V=3 o V79
x:

—22)
1

El punto es Q(l, )

x=1

©) Tenemos que hallar el punto en el que la recta anterior corta al eje OX:

10,32 10 . _32 _32_ 16
9779 0o "9 T YT s El punto es R(E, 0).
- - 5
y=0 y=0

Esta grafica muestra la curva

y= = la recta tangente
1—-x%
10 32
y= 796‘ g y los puntos
Q(l __22) y R(E ol
’ 9 5 ’

Unidad 11. Representacién de funciones
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s23

s24

Considera la funciéon f(x) = x?|x -3
a) Halla los puntos donde f no es derivable.
b) Calcula sus maximos y minimos.

c) Represéntala graficamente.

x2(=x + 3) six<3}_ —x3+3x% si x<3
x2(x—3) si x>3 x3-3x% si x23

a) f(x) = {

Si x# 3, tenemos que f(x) es derivable. Su derivada es:

3xZ+06x si x<3
3x%—6x si x> 3

S0 = {
Por tanto:

f13)=-9 } FEREFUC!
f1(3H=9 Sf(x) no es derivable en x =3 (Punto (3, O)).

b)) =0 — [Bx?2+6x=0 si x<3

oo 1102 00

3x2-6x=0 si x>3 — ninguno

Como f(x) =0 paratodo x, tenemos que:

f(x) tiene un minimo en (0, 0) y otro en (3, 0), y tiene un maximo en (2, 4).

o) lim f(x) =+, [im [f(x) = +eo

X — —oo X — +oo

Uniendo todo lo anterior, llegamos a la grifica:

2x2+1
x—k°

La recta y = 2x + 6 es una asintota oblicua de la funcion f(x) =
Halla el valor de k y representa la funcion asi obtenida.
e Hallamos k:
Si y=2x+ 06 es asintota oblicua, tenemos que:
lim S =2;  lim [f(x)-2x]=06

X — +eo X X —> +oo

Unidad 11. Representacién de funciones
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Por tanto:
_ N 5) 3 2x2%+ 1
lim f(x) =+eo; [im ——= [lim ————=
x—>+oof X = 40 X x> oo X7 — RX

2x2 + 1 2x% + 1 — 2x% + 2kx
im [fo) —-2x1= lim |————-2x|= [lim =
X — +oo X — +oo x—k X — +oo x—k

2kx + 1

= lim S =2k=6 o k=3

X — +oo x—/e

También podriamos efectuar la division:

2x2 +1 x—k

—2x2 + 2kx 2x + 2k
2kx + 1
2kx+  2k?
1+ 2k2

La asintota oblicua es y = 2x + 2k.
2x+2k=2x+6 — 2k=6 — k=3

2x2+ 1

Por tanto, f(x) = ~_3

e Dominio: R — {3}

e Asintotas:

lim f(x) = —oo
x— 3
X =3 es asintota vertical.
lim  f(x) = +oo
x— 3"

y=2x+6 esasintota oblicua.

(Si x— —oo, fx) <2x+6; si x—> +oo, f(x)>2x+6)

e Puntos singulares:

4x(x—3)—(2x%2+ 1) _ 4 — 12x— 2x% -1 _ 2x% —12x -1
(x — 3)? (x — 3)? (x — 3)?

S0 =

S0=0 = 2x*-12x-1=0 —

N x = 6,08
o a 12 + 144+8<

4 - 0,08

Unidad 11. Representacién de funciones
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s25

Signo de f"(x0):
>0 f'<0 ['<0 >0
/ 0,08 \ 3 \ 6,08 /

f(x)  es creciente en (—oo; —0,08) U (6,08; +o0).
es decreciente en (=0,08; 3) U (3; 6,08).

tiene un maximo en (-0,08; —0,33).

tiene un minimo en (6,08; 24,32).

e Grafica:

2517,
24117
2311/
2y
7
1
S

7 -
AN 6 91215
7
/=21 |t
/, 3 :
va

Considera la funcion:

sen x si x e[-2m, 0)
x2-2x si x€[0, 3]

S(x) = {
Determina los puntos de corte con los ejes y sus extremos relativos. Dibuja
su grafica.

sen x si x €[-2m, 0)

S0 = {

x2—-2x si xe€l0, 3]

e Cortes con los ejes: x =0, f(0) =0

x=-2n — (2w, 0)

senx =0
0< <x=—7t > (-x, 0)
y:

x=0 — (0,0)
x%2-2x=0 ’
2 s 2, 0)

e Extremos relativos:
cos X si x el-2m, 0)

S0 = {Zx—z si x €0, 3]
f'0) =cos0=1

FO0H=2-0-2=0

F1OD) #f1(0Y) — No existe f'(0).

Unidad 11. Representacién de funciones
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Minimos en

e Representacion:

20-2=0 - x=1, (H=1-2=-1

Comprobamos si son maximos o minimos en f"(x):

i) = —senx si xel-2m 0)
* 2 si xe€(0, 3]
T

f (—? =1>0
P
[ =2>0

P 3n
Maximo en -5 1).

T
- —1) y (1, 1.

26 | Considera la funcion:

1 .
j’() m si x<0
x) =

—-x+1 si x>0

1 .
si x<0
S =9 x%+1
-x +1 si x20
Si ( 0) !
e Si x€ (— =
) ay .X'2+1

Si x=0, y=-x+1=1

Unidad 11. Representacién de funciones

En el intervalo (-, 0], estudia la existencia de puntos de corte con los ejes,
si la funcion crece o decrece, la existencia de puntos de inflexion y si tiene
asintotas. Dibuja la grifica en todo R.
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27

Cortes con los gjes: x=0, y=1 — (0, D

1
y=0 — 21 0 No tiene solucion. No corta a Y.

e Crecimiento y decrecimiento:

, —2x —2x
NCEES VARV

Signo de f"(x0):

=0 5 2x=0 - x=0, flO=1

£>0
— 0

La funcion es creciente.

e Puntos de inflexion:

V3

6x2 -2 6x2 —2 , 1 X=T (no vale)
f(x)=(x2+1)37 (X2+1)3=O - X =g<x=_£
3

Signo de f"(x):
S0 >0 <0

—/

I

INGESY

)

w|®

) = (-0,58; 0,75)

Punto de inflexion: (—

e Representacion:

—K
AN

8
Dada la funcion f(x) =ax + b + = calcula a y b para que la grafica de f

pase por el punto (-2, —6) y tenga, en ese punto, tangente horizontal. Para
esos valores de a y b, representa la funcion.

f(x)=ax+b+§; f’(x)=a—%

a=2 b =2

e Pasa por (=2,-6), f(-2)=-6 > 2a+b-4=-6| 2a+b=-2| a
e Tangente horizontal — f(-2)=0 — a—-2=0

Unidad 11. Representacién de funciones
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8
Para estos valores, queda: f(x) = 2x + 2 + =
e Dominio: R - {0}

e Asintotas:

lim  f(x) = —oo
x— 0~
x =0 es asintota vertical.
lim  f(x) = +eo
x— 0"

8
S0 =2x+2+ < — y=2x+2 es asintota oblicua.
(Si X — —oo, f(x) <2x+2; si x— +oo, flx)>2x+ 2)

e Puntos singulares:

8 2x% -8
f/(X)=2_F=T

x=-2
=0 — 2x*-8=0 — x2=4
J'Co X X <x=2

Signo de f"(x):
f>0 S'<0 S<0 S>0
/ -2 \ 0 \ 2 /v

Jf(x) es creciente en (—oo, —2) U (2, +o0).

es decreciente en (=2, 0) U (0, 2).
tiene un maximo en (=2, =06).

tiene un minimo en (2, 10).

e Grafica:

99
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29

100

B ax?+bx+c
Halla los valores de a, b y c¢ para los cuales la funcion f(x) = i i

tiene como asintota horizontal la recta y = -1 y un minimo en (0, 1).
ax? + bx + ¢

SO = T

) . ) . ax?+ bx+c
Si y =-1 esasintota horizontal — /lim —————=a — a=-1
X —4
X = +oo
Si tiene un minimo en (0, 1), debe ser f(0) = 0.

QRax + b)(x% — 4) — (ax? + bx + 0)2x

S0 = o a7
o) = 26D -0 _ b _ _
= [0 === =0 > b=0
Ademids, f(0)=1 — %:1 S oc=—d
—x?—4
Por tanto, f(x) =7 i

Determina las asintotas de estas funciones:

V1 —x x+Vx2+1

Ay = 3x byy = X
1-x
ay= 3x

Dominio: (—eo, 0) U (0, 1]
e Asintota vertical:

Iim \ll—x=ioo<81x<0 Y —> —oo \

x—0 3 Si x>0 p— +oo

e Asintota horizontal:
1
) V1 —x
lim =0
x> -0 X

y =0 es asintota horizontal hacia —ee () < 0) \

x+Vx2+1
by = —
Dominio: IR — {0}

e Asintota vertical:

p x+Vx?+1 <Six<0 Y — —oo
im ———————= too
x=0 X Si x>0 p— +oo

Unidad 11. Representacién de funciones
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e Asintota horizontal:

o x+Nx2+1
lim ———— =2
X = +oo X

y =2 es asintota horizontal hacia +eo (y > 2).

o x x4+ 1 e+ Nx? + 1
lim ————= lim ———————=1-1=0
X — —oo X X — +oo —X

y =0 es asintota horizontal hacia —ee (y < 0).

CUESTIONES TEORICAS

30 |;Qué podemos decir del grado de una funcién polinémica que tiene dos
maximos y dos minimos relativos? En esa funcion, ;puede estar uno de los
minimos mas alto que el maximo?

e Si tiene dos maximos y dos minimos relativos, y es polinémica, su derivada
tiene, al menos, cuatro raices; es decir, f'(x) serd, al menos, de grado 4.

Por tanto, f(x) sera, al menos, de grado 5.

e Si, podria haber un minimo mis alto que un maximo. Por ejemplo:

El minimo de x, estd mis alto que el
maximo de x,,.

31 | ;Cuantos puntos de inflexion puede tener como maximo una funcién poliné-
mica de cuarto grado?

Si f(x) es un polinomio de cuarto grado, f'(x) serd un polinomio de tercer grado y
["(x) serd un polinomio de segundo grado.

Asi, f"(x) tendrd, a lo sumo, dos raices.

Por tanto, f(x) tendrd, como maximo, dos puntos de inflexion.
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32

33

| x

Comprueba que la funcion f(x) = lel tiene dos asintotas horizontales
distintas.
x_+ T sl x<0
S0 = N
si x20
x+1
Por tanto:
lim f(x)= Ilim i S N y=-1 es asintota horizontal cuando x — —oo.
X = —oo x> —eeX 1
lim f(x) = Ilim X -1 5 y =1 es asintota horizontal cuando x — +oo.
X = +oo x4 X + 1
Sobre la grifica de la funcion y = |x2 -4/, indica los intervalos de concavi-

dad y de convexidad. ;Cuiles son sus puntos de inflexion?

Y
x2-4 si x<-2
y=|x?—4]=7-x2+4si 2<x<2
x2-4 si x>2
X
) 2

La grafica es concava en (—eo, —2) U (2, +e0) y es convexa en (-2, 2). Los puntos
(=2, 0) y (2, 0) son puntos de inflexion (son también minimos relativos). Podemos
comprobarlo con f"y [

2x siox <=2 2 siox <=2
[(x) =4 —2x si 2<x<2 — f"x)=1-2 si 2<x<2
2x siox>2 2 si x>2

No existe f"(=2) ni f"(2).

S =4 > No existe ['(-2).

S22 =4
1) o e s

Signo de f"(x): fx)=0 — x=0
/<0 />0 /<0 />0

~ 7 N T
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Minimos en (-2, 0) y en (2, 0).

Maximo en (0, 4).
Signo de f"(x):

>0 <0 >0

-2 2

\— 77N

Puntos de inflexion en (=2, 0) y (2, 0).

Pagina 334

x+1
34 |La funcion f(x) = ~Z_1 no esta definidaen x=1 nien x =-1; sin

embargo, tiene solo una asintota vertical. Justifica esta informacion.

_ox+1 _ x+1
S T T G D= D
lim f(x) = —oo
x— 1

x =1 es asintota vertical.
lim f(x) = +eo

x—=1

1 1
lim fx)= Ilim —=—-=
x— -1 x> -1X—1 2

En x=-1 hay una discontinuidad evitable, no hay una asintota.

35 | ;Cuantas asintotas verticales puede tener una funcion? ;Y horizontales?
e Asintotas verticales puede tener infinitas. (Como ejemplo, podemos considerar la

, cuya grafica estd representada en el ejercicio 17, en la grafica 2).

. 1
funcion y =
Y sen

e Asintotas horizontales puede tener, como maximo, dos: una cuando x — —co y
otra cuando x — +ee,

s36 |Da un ejemplo de una funcién que tenga un minimo en x =1 y que no sea
derivable en ese punto. Represéntala.

—x+1 si x<1
y=lx-1] = .
x—1 si x21

S =0

19 > 0 ;tl} — Hay un minimoen x =1, en (1, 0).
X para x

f(x) no es derivable en x =1, pues f/(10) =-1=/(1"=1.
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La grafica es:

s37 |Da un ejemplo de una funcion que sea derivableen x=1 con f'(1)=0 y
que no tenga maximo ni minimo en ese punto.

Por ejemplo, y = (x — 1)3.

S0 =3x-1D? - f(1=0

f'(x)>0 para x#1 — f(x) es creciente.
En x =1 hay un punto de inflexion.

La grafica es:

s38 | Si es posible, dibuja una funcién continua en el intervalo [0, 4] que tenga, al
menos, un maximo relativo en el punto (2, 3) y un minimo relativo en el
punto (3, 4).

Si la funcion fuera polinémica, ¢cual habria de ser, como minimo, su grado?

f(x) debe tener, al menos, dos maximos y
p) AU A dos minimos en [0, 4], si es derivable.

Si f(x) fuera un polinomio, tendria, como
minimo, grado 5 (pues f’(x) se anularia,
al menos, en cuatro puntos).

\'_k
IO
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39 |La funcion f(x) = x + e, stiene alguna asintota? En caso afirmativo, hallala.
) =x+e™

e Dominio: IR.

¢ No tiene asintotas verticales.

o Jim (x+e™)=+c0; [im (x+e™)=+c. No tiene asintotas horizontales.
X — +oo X —> —oo

e Asintotas oblicuas:
x+ e

= lim
X —> +oo

m = lim
X — +oo

1
1+ =1
X

e.X'

n= Ilim (x+e*-x)= Ilim e*=0
X —> +oo X —> +oo

y =x es asintota oblicua hacia +ee.

No hay asintota oblicua hacia —ee porque:

B x+e™
m= lim |————|=1+0co=+4oo

X = —oo

X

40 | ¢Son iguales las grificas de f(x)=e* y g(x)= el*l Justifica tu respuesta.

No. Veamos sus grificas:

/M \ e

Por ejemplo, si x =—-3 — e = 0,049; el = 20,08

_/

41 |;Cual de estas grificas corresponde a la funcion y=In|x| ycuila y = |ln x|?

a) b)
e y=In|x| eslao.
e y=|Inx| eslaa).

©) d

— | —

Unidad 11. Representacién de funciones
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42

43

¢Qué tipo de simetria tienen las siguientes funciones?:

a)y=sen’x b)y=|x|-2
Qy=igx dDy=x3—-x
a) y = sen’ x

2 x

J(=x0) = sen?® (—x) = [sen (—x)]? D Csen x)? = sen
(1) Porque sen (—x) = —sen x

Como f(=x) = f(x), la grafica de [ es simétrica respecto al eje Y.

by =|x|-2
SO =x[-2 = flex) = |-x] -2 =[x] -2

Como f(x) = f(—x), la grifica de [ es simétrica respecto al eje Y.

Oy=1Igx
S0 = 1g x; f—=0) = 1g (=x) = —1g x = (%)

Como f(—x) = —f(x), la grafica de f es simétrica respecto al origen de coorde-
nadas.

dDy=x3-x
S =x3—x = fl=0) = (=x0° = (%) = =x> + x = -f(x)

Como f(—x) = —f(x), la grafica de f es simétrica respecto al origen de coorde-
nadas.

PARA PROFUNDIZAR

Estudia y representa y = arc tg x indicando su dominio, asintotas, interva-
los de crecimiento y extremos, si los hubiere.

y=arcilgx
e Dominio: IR
¢ Asintotas:

No tiene asintotas.

() arc tg x

lim  f(x) =—c0;  [im f—= lim gr _ lim 1 __p

X —> —oo x— -0 X X — —oo X x> —oo 1+ x2
) arc 1g x

lim fG0 = vy i L = i X o w1 -0

X = +oo x> 400 X X 40 X x o oo 1+ X2

Ramas parabdlicas
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e Crecimiento y extremos:

i) = —1

1+ x?2

f'(x) >0 paratodo x — f(x) es creciente.

Jf(x) no tiene maximos ni minimos.

° f”(x) _ —2X

(1 +x?)?
=0 — 2x=0 — x=0
Signo de f"(x):
f//> 0 f//< 0
NUDZV R
Hay un punto de inflexién en (0, 0).

e Grafica:

44 |Representa la funcion y = x — arc tg x determinando el dominio de defini-
cion, asintotas, maximos, minimos e intervalos de crecimiento.

y=x—arcigx
e Dominio: R

e Asintotas: No tiene.

() X—arcigx arc ig x
fim [0 = o iim LD = g ETACEY [1 - —g] -
X = —oo x— -0 X X — —oo X X — —oo X
= lim [1 S ] =1-0=1 — Rama parabdlica
X — —oo 1+ x?
X
lim [f(x) = +eo;  [im S 1 — Rama parabolica
X —> +oo X = +oo X

e Crecimiento, maximos y minimos:

2

1+ x2 1+ x?2 1+ x?2

f/(x)=1_ 1 =1+x2—1_ X

Unidad 11. Representacién de funciones
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46

S0=0 - x*=0 = x=0
S'(x)>0 para x#0 — [f(x) es creciente.
Hay un punto de inflexién en (0, 0).

No tiene maximos ni minimos.

e Grafica:

Las siguientes graficas corresponden a las funciones f(x) = x sen(wx);
g(x) = x% sen(nx); h(x)=x%cos(nx) en el intervalo [-2, 2].

Relaciona, de forma razonada, cada grafica con su correspondiente funcién.

a) 4 b) c)_z/.\ll/.\2
z IERVARY,

no

e f(x) y h(x) son funciones paresy g(x) es impar.
Por tanto, la grafica de g(x) ha de ser la b).

e f(2)=0 — lagrificade f(x) esla o).
Luego la grafica de h(x) esla a).

e Es decir: a) h(x); b) g(x); © f(x)

Para averiguar las asintotas de y = Vx?—2x tuvimos que realizar un nota-
ble esfuerzo (paginas 320 y 321).

Sin embargo, utilizando el sentido comiin y casi sin ningin tecnicismo, po-
driamos haberlo resuelto facilmente. Veamos c6mo:

VaZ—2x =VxZ-2x+1-1 =V(x-1D%-1 =V(x-1)2 =|x—1|

Es decir, nuestra funciéon, para valores grandes de |x|, se aproxima

muchoa y=|x-1|.
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Ademas, es “un poco menor” (observa que se resta 1 en el radicando). La
funcion y = |x — 1| esta formada, precisamente, por las dos asintotas de
nuestra funcion.

a) Averigua, de forma similar, las asintotas de:
y=Vx?+2x y=Vx?—6x+12
Va2 +1

b) idem, y = p”

DVxZ+20 = Va2 +2x0+1-1 =Vlr—D2-1 =V + D? = |x+ 1|

La funcién yp =|x + 1| estd formada por las dos asintotas oblicuas de la fun-
cion:

y=xZ+2x
Va2 —6x+12 =Vx2—6x+9+2 =V(x-32+2 =V(x-23)?% = |x- 3|

La funcion y =|x — 3| esta formada por las dos asintotas oblicuas de la
funcion:

y=\x?—6x+ 12
b) Para valores grandes de |x|, tenemos que:

X2+ 1 x| {—1 si x<0

X X 1 si x>0

Asi, y=-1 es asintota horizontal cuando x — —oo.

y=-1 es asintota horizontal cuando x — +ee.

Pagina 335

47 | Aunque la palabra asintota la hemos aplicado a rectas que se aproximan a
una grafica, tiene un significado mas amplio: se dice que dos curvas son
asintoticas cuando, al alejarse del origen, la distancia entre ellas tiende a
cero.

Por ejemplo, la parabola y = x? + 1 es asintdtica a la funcion:

4
y=f(x)=

x2-1
x4

(revisa su grafica en la pagina 319). Es facil comprobarlo:

= A2
=x“+1+
x2-1 x2-1

(Simplemente hemos efectuado el cociente).

1
La diferencia entre las dos funciones es 1 que tiende a cero cuando
x p—

x — —oco ycuando x — +co. Ademas, toma valores positivos, por lo que la
grafica de y = f(x) queda por encima de la parabola. Este resultado permi-
te representar la funcion de forma mas precisa apoyandonos en la repre-
sentacion de la parabola:

Unidad 11. Representacién de funciones
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h

'.'parébola asintética
'

'

N rectas asintoticas
B

[

|

'

'

'

'
[
'
'
v
(

a) Razonando de la misma forma, halla la parabola asintética a la funcion:

x3-2x2+x+8
y=

X

Determina la posicion de la curva respecto de ella.

b) Representa la grafica de la funcion teniendo en cuenta esos datos, asi

como la asintota vertical y el punto singular (solo hay uno de abscisa
x=2).

x3-2x2+x+8 8

aAy= =x?-2x+ 1+ =2
)y p”

La pardbola es y = x% - 2x + 1.

e Cuando x — —eo, la diferencia entre la funcion y la parabola, §, es negativa,

luego, la curva esta por debajo de la parabola.

. . 8 . .
e Cuando x — +eo, la diferencia, —, es positiva; luego, la curva esta por

encima de la parabola.

b) Asintota vertical:
lim [(x) = —
x— 07 . .
x =0 es asintota vertical.
lim [(x) = +eo
x— 0"

e Punto singular:
3 _ 2 _
Sl -2x-2- 8 2ol o8
X X
S =0 — 2x3-2x2-8=0 — 2x-2@?+x+2=0 — x=2
Hay un minimo en (2, 5).

e Grafica:
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Halla, en cada caso, la parabola asintotica y estudia la posicion de la curva

con respecto de ella. Representa la informacion obtenida:
4 3 _ 4 3
a)y=x;.c+1 b)y= xx : Ay= x;c—4 d)y=.ancm:'-1
x4
aAy=— 1 Dividimos:
x4 x?2+1
—x4 — x? x?-1
—x2
x%+1
1
- _ ‘x4 _ 2
Ast, y = 211 =X _1+x2+1

Paribola asintética: y = x2 — 1

|

'
'
]
.
.
D
0

Posicion:

JEUPREELITIC

3
X 1
=xZ-

1
b = R
)y ”

Pardbola asintética: y = x?

Posicion: '_\ :f
|
) xt Dividi
Qy= — Dividimos:
VT4
x4 x2—4

—x* + 4x2 x%+4

42
—4x? +16
16
x4 16
7. = = 12 -
Asi: y st +4+x2+4

Unidad 11. Representacién de funciones
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Paribola asintética: y = x2 + 4 \ f

Posicion:
s K
s K

X
= — Dividimos:
)y X+ 1 1V1d1mos

X3 x+1

—x3 - x2 x2-x+1

|
=
|
—_
amms

.=
-

-
~

X3
Ast: y=x+1=x2—x+1—x+1

Parabola asintética: y = x? —x + 1

Posicion:

Halla las asintotas de las siguientes funciones:

_e¥+e™ b) v = 1 —7
VY= )V T e Oy = In(sen x)
d)y = 2x + sen 2x e)y=sezx+2 f)y=cosx

eX+€*X
VI e

e Dominio:
eX—e¥=0 > e¥=e* 5 x=0
D=R -{0}
e Asintotas:
lim  f(x) = —oo
x— 0" . .
x =0 es asintota vertical.
lim  f(x) = +oo
x— 0F
lim f(x)=-1 — y=-1 esasintota horizontal cuando x — —eo (f(x) <-D).
X —> —oo

lim  f(x) =1

X = +eo

— y =1 esasintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 1).
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lim f(x) == | (con ke 2).

x— Qk+ Dn~
No hay asintotas horizontales ni oblicuas.

(No existe  lim  f(x) ni [lim f(x)).

X — —oo X = +oo
dy = 2x + sen 2x
e Dominio: R

e No tiene asintotas.

lim  f(x) = +oo
X —> +oo

X 2x + sen 2x
fim L gy BESR2Y
x— too X X —> +oeo X

lim [fGx)—2x]= lim sen 2x no existe.
X — +oo X —> too

Unidad 11. Representacién de funciones

(El razonamiento es andlogo cuando x — —eo).

UNIDAD
1
Ry
e Dominio: IR
e Asintotas:
No hay asintotas verticales.
lim —L -9
x—>- 14+ e™
=0 es asintota horizontal cuando x — —oo (f(x) > 0).
1
ST !
=1 es asintota horizontal cuando x — +eo ( f(x) < 1).
o)y =In (sen x)
e Dominio:
Solo estd definida cuando sen x > 0; es decir, en los intervalos:
0, ™ UQm, 31 U @r, 51 U ...
El dominio son todos los intervalos de la forma:
(2km, 2k + 1), con ke Z.
e Asintotas:
lim  f(x) = —eo
x — 2km* x = 2km; x=Q2k+ DT son asintotas verticales
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e Asintotas:

B sen x
lim

x—0

. + 2] = 3. No tiene asintotas verticales.

lim f(x)= Ilim f(x)=2 — y=2 esasintota horizontal.
X —> —oo X —> too

(La curva corta a la asintota infinitas veces).

coS X

Hy=

X
e Dominio: R — {0}

e Asintotas:

lim  f(x) = —oo
x— 0
} x =0 es asintota vertical.
lim  f(x) = +oo
x— 0"

lim f(x)= lim f(x) =0

X —> —oo X —> +oo

y =0 es asintota horizontal.

(La curva corta a la asintota horizontal infinitas veces).

Pagina 335

AUTOEVALUACION

1. Se considera la funcion f(x) = x3 + 2x + 4. ;Tiene miximos y/o0 minimos?
¢Tiene algin punto de inflexion? Estudia su curvatura y represéntala.

S =x3+2x+4
o f1(x) = 3x% + 2
fix)=0 — 3x?>=-2 — no tiene solucion.
f'(x) >0 paratodo x — f(x) es creciente.
No tiene maximos ni minimos.
e ["(x) = 0x
f'=0 - 6x=0 —> x=0
Signo de f"(x):
/<0 >0
D

Hay un punto de inflexién en (0, 4).
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e Ademis, [lim f(x)=—oco;, [im [f(x) = +eo

X — —oo X — too

e Grifica:

i) /
2. Dibuja la grafica de una funcién f de la que sabemos:

lim f(x)=+e; lim f(x)=-3; lim f(x)=—oc;

X —> +oo X — —oo x—>-3
SJ'(5) =0; £'(0) =0; f(-5)=0; f(0)=2
Y

Tiene tangente horizontal en los puntos
/ 2 (=5, 0y (0, 2). En el primero tiene un maxi-
mo, y en el segundo, un punto de inflexion.

“ee13

| e e et N B =

+2)?
3. Estudia las asintotas y los puntos singulares de f(x) = % y represéntala
graficamente.
+2)?
flxo) = g Dominio: R — {~1}
. x +1

e Asintota vertical: x = -1

lim f(x) = —oo
. x— 1"
Posicion <
lim f(x) = +eo
x— 1"

e No tiene asintota horizontal:

(e +2)?
lim ————= oo
x>t X +1

e Asintota oblicua:
(x+ 2% 1

x+ 3+
x +1 x+1

Unidad 11. Representacién de funciones
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La asintota oblicua es y = x + 3.

Posicion de la curva con respecto a la asintota:

Si x — +eo — flx) >x+3 |porque 11>0
S - (x+3) = =71
Si x > -0 = flx) <x+3 [porque 1<O
e Puntos singulares:
2+ 2D+ 1D —(x+2)%  x?+2x
[0 = B = 2
(x+1 (x+ 1)
x=0, fl0)=4
) =0 = x?>+2x=0
S <x=—2,f(—2)=0
S'>0 J'<0 J'<0 S'>0
Signo de f™: / -2 \ -1 \ 0 /
Tiene un maximo en (=2, 0) y un minimo en (0, 4).
e Grafica:
1l
S X
x+1)?
4. Representa esta funcion: f(x) = (e—x)
(x + 1)? .
flo = B — Dominio = IR
e No tiene asintotas verticales, porque e*# 0 para todo x.
(et D2 . . .
e [lim Q" 0 — y =0 es asintota horizontal hacia +ec — f(x) >0
X — +oo
(et D2 . . . .
lim Q" +eo — No tiene asintota horizontal hacia —eo.
X —> —oo
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e Puntos singulares:
20 + De* — (x + D% 2x+2—-(x+1)? —x2+1
f/(x) = 2 = X = X
(e® e e
x=1, (=2
f’(x)=0—>—x2+1=0< ¢
x=-1 /D=0
S'<0 f'>0 f'<0
Signo de /™ \ 1 / 1 \
- . 4
Minimo: (-1, 0); Maximo: |1, ;)
e Grifica:
Y
2
2 -1 112 X
.. 4x3+1 ] .
5. En la funcién y = —Q halla los puntos de corte con los ejes y las asintotas.

Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y esboza la grafica.

y

Unidad 11. Representacién de funciones

AP+l
x

OX: =0 — 4x3+1=0 - x=3-1/4

Puntos de corte con los ejes <
OY: x =0 no existe.

Asintota vertical: x =0

o 4xd+1

lim ———=—o0
x—= 0" X

o 4x3+1

hm —— =+
x = 0" X

No tiene asintotas horizontales ni oblicuas, ya que:

o 4x3+1 ; 43 + 1

lim ———=+c0 y [im ———=to0
X —> too X X — +oo X~
Crecimiento:

Lo 12t x—dxd-1 8xd -1
Y= 2 = 2
3 1 1

=0 = 8x°-1=0 — xX== f? =3
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Y'<0 y'<0 Y'>0
Signo de " \ 0 \ 1 /
2

Crece en

—, too
)

1
Decrece en (—eo, 0) U (O, 5)

e Grafica:

Y

—1\ 12 X

6. Dibuja una funciéon continua en R que tenga e
un minimo relativo en (1, 6) y un maximo rela- \
tivo en (6, 2). Si es un polinomio, ¢cual sera, co-
mo minimo, su grado?

La funcion tendrd, como minimo, cuatro puntos sin-

gulares, y para ello, su grado debe ser, al menos, 5. X

—_—e e

\O

7. Halla los maximos y los minimos de la funcion f(x) = xVx + 3. ;Tiene asin-
totas? Haz una grafica aproximada de esta funcion.

Jf(x0) = xNx + 3, Dominio = (=3, +o0)
e Hallamos los puntos singulares:

1 2 +3) +x 3x+ 6
() =Nx+3 +ux- = =
/ 2Nx + 3 2Nx + 3 2\x + 3

S0 =0 = 3x+6=0 > x=-2, f(-2)=-2

S1<0 f'>0
Signo de f™: La funcién tiene un minimo en (-2, —2).

NS
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- . . _ ) (x0)
e La funcion no tiene asintotas:  lim f(x) = +oo;  lim S =+
X —> +oo X — too X

e Grifica:

-2

8. Dibuja la graficade f(x)=|x+3|+|x—1|.
SO =]x+ 3] + |x -1

X=3 i x+3 eSi x<-3: x-3-x+1=-2x-2

3 1 eSi 3<x<l: x+3-x+1=4
-x+1 x—1

eSi x2>21: x+3+x—-1=2x+2

Y
—2x—2 si x<-3
Sl =14 si 3<x<1
2x+2  si x21
3
1
3 11113 X

9. ¢Qué grafica corresponde

x+1
a f(x)= ] ?
R erlsix<0
SO T
si x>0
B x+1
lim =-1

X = -0 —X
_ x+1
lim =

x4 X

e Asintota vertical: x =0
e Asintotas horizontales: y=-1 e y=1

La grafica de f esla a).
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