Ejemplos de derivadas trigonomeétricas

f(x)=sen® 3x

f{x)=3 sen? 3x.3.cos3x =9.sen’ 3x cos3x

1-senx
F(x)= dl + senx

Fi(x) 1 _—cnsx(1+senx}—(1 +senx)cnsx _
Q\II-SEHH [1+scnx)2
1 +senx
B 1 —COS X — SENX -COS X —COS X +56NX -COS X _
le—SCﬂX (1 +senx)2
1+senx
B 1 - —2cosx -2 cos X B
zJHﬂ (1+senx)’ 2J[l - senx)(1+senx)’
1+senx 1+senx
_ COS X _ COS X _
J{l - senx} (1 +se.v'.~}a<]:3 1J{l —serrx} [1 + senx} (1 + 5enx }2
COS X COS X

- senx -(1+senx) " cosx (l+senx)

. 1
1+senx
f{x)=sen 4x f{x)=49cosdx
1 1 1
f = — f =_ -
(x) senzx (%) anszx

4

f(x)=sen x F(x)=4x?cos x*

4
f(x)=sen® x=(senx)"  fyx)=4asen?® x cosx
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f(x)=sen?(cos 2x)

fi{x)=2sen(cos2x) cos{cos2x) (-sen2x).2

f(x)=3senx

F(x)=—"08X
3¥sen?x

COSs X

JORE

Fi{x) =—%5enx

f(x)=cos(7-2x)

f(x)=—(-2)-sen(7 -2x)=2-sen(7 - 2x)
f(x)= c05(3x2 +X— 1)

f{x)=-(6x +4)sen (3){2 +x-1)

F(x)= %nt:ﬂs2 5x = % (cos 5x)°

F{x) -1 -2.cos5x -(-sen5x)-5=-5cos 5% -sen5x
2

X +1
f(x)=cos "
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f(x)=cos (cos (cos x))

f{x)=-sen (cns (cos x]) »sen(cos x). sen x

fF(x)=3tg2x

Fi(x) =ﬁ(1 +Ig22x}

F(x)=tgx
1 1 1
f = . =
) 2Jx cos?afx 2% - cos? x
F(x)=tgx
1 1 1

F0x) =2-u'; - cos? fx - 2.J% - cos? .fx

f(x)=tg [sen J5x )

f'(x):[1+tgz [senﬁ)]- COS /5% - 21!1,5_}( 5

f(x)=cotg4x?

Bx
sen? 4x2

Fi(x)=-

f(x)=cotg® 4X = (cotg 4 X

2-4.cotg4X _ 8.-cotg4X

F(x)=-

sen? 4x2 sen? 4x2
fi(x)=sec5x
D-SENSX
f"(x) = =
cos? 5x
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f(x)=sec(5x +2)

f{x)=5tg (5x +2)-sec(5x +2)

f(x)=cosec (g)

FO=-— [%]

2 2 | X
sen [2]

f(x)=sen? (cos 2x)

f{{x)=2sen(cos2x). cos{cos2x) (-sen2x).2

f(x)=cotg (3 -2x)

2
sen? (3 -2x)

f(x)=

1-Encontrar las derivadas de las siguientes funciones:

2 . , : .
a).- yi(x)=x"cosx aplicaremos la formula para derivar un producto de funciones:

LRACH - RIRLE-{C) M 46 (B 1) tenemos:
dx e dx
dxrosx 5 d cosx % )
=X +oosx pero:
dx @x %
o cosx x*
= —5gnx =2x
dx ax
2
por lo tanto: M= —x'semx +2xcosx
dx
P eosx
b).- y(xi= = utilizaremos la derivada de un cociente:
(2x+1)
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f(] a4 e

d [ F(x) dx
il B2z
x(g(ﬂ} ((x)) i~

en este caso la f(x)= x? cos x y g(x)=(2x+1) pero la hemos obtenido, del ejercicio anterior el valor de

(%)

2
dx” eosx

T = —x senx + 2x cos x por lo que solo falta calcular la derivada de g(x)
3
Eggiﬂ—=3@x+D2§{2x+D=6@x+H2 sustituyendo en la formula (B.2)
X X

i(xz cost (2x+1 [ x SE?EX+2XCOSX) -z cosx[5{2x+1} )
dx\ (2x+1y [2x+1?]
(2x+1) [ x Semx+2xcosx) - x cosx[6(2x+1) )

[(2x+°

factorizando (2x+1)* tendremos:

(2x+1)° [(2x+1] [— eenx + 2xcos x) —6x'cosx
2x+1)°

_2x+1) [— xisenx + 2xcos x) —6x'cosx 3

- (2x+1° -

yix)=

pero

(2x+1)[ xisen x+ 2xcos x) bxicosx =—2xsenx+ 2x'tosx —x'senx

+2xcosx—6x’ cosx = por lo tanto:

= 2xsenx—4x'(cosx+senx) +2xcosx

—2x'senx —4dx (cos x4 senx) + 2xcosx
(2x+1*

yix)=

C).- ¥ix)= f.f[l::sc 3):)11

11
y(x) =4){csc3x)" =(csc32)T  haciendo u=csc 3x tenemos:
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11
yix)=vT aplicando la regla de la cadena

‘;_F _ ‘i_Fj;; (43  tenemos

N 73
d 2 114

Yixl=—vd = iy perov=csc 3x  recordando que
% S dx

o csoow v
=—cscvoigvy— tenemos

ax %
d csc3x

d3x
e cse3x clig SIE = —3csc3x ctg 3x sustituyendo en y'(x) tenemos:

i g §
¥ix)= %vﬁ = %vﬁ %v = %I:c:sc 3x)5|-3cec3x ectgldx)=

— 11
= ;[csc Bx)?c.fg ax

xJ2x+1cos® 6x

5

d).- yix)=

f 2
yix)=2 2x +; cos”6x _ %xq!2x+ Tcos® 6x  aplicando la formula (B.1) tenemos:
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¥ixi= l 2z +1cos? 6xix+ xcos 6x£«f2x+1 +:Jr~...'r2:ir+1£|:c:-s2 6x:| =
] dx dx dx

_ ‘%£(2x+1)]+

adx

J2x+1cos* 6x + xcos® 6;{% (2:{ + 1:]
o
T4 2x+ 1[2 cosbhy— ﬁx]

dx

3
= %|:f\.'2x+ lcos? 6x+%:%+ 12x-2x +1cos 6x:|:

1 (2x+Dcos® 6x + xcos” 6x+12x(2x 4+ D cosbx 3
5 N2x 41 -

1 Prcostbx+costbx+acostbx+ 245 cosbx+12xcosbx 3
5 2z +1

simplificando tenemos:

. 1| 2xcos® 6x+ oo 6x+xcos 6x+24x  cosbx+ 12xcoshix
Y=<
5 A2r+1

1 [n::c::s2 6x(3x+1)+cos 63:[24;':2 + 12x):|

"5 NZZTS

Trigonomeétricas, operaciones, composicion
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Seno = [flx)=senf=Ff(x)=cosf f |

flx)=sendx =f(x)==2en ox —=f=50x=f=0=f(x)=c0s0x. & =f(x)=5 cosox

Coseno = |f(x)=cosf—f(x)=-senf.f |

f

——

fix) = cos3x® =f(x)= cosdx? —sf = 3x% —f'= Bx =f{x)=—-2en Ix? E;:>f'|[><]| — —Bx-sen 3x°

F =Equivalencia 1+tg2><= 12

coszf COs* X

Tangente = |f(x)=tyf %f’{x}=[1+tng)-f'=

Fodemos usar cuzlguiera de las dos.

a) fix)=tg7x = fM)=tgTx—f=Tx—=f=7 :‘,>f'(><]|=[1+tg2?><)-? :>f’(><;|=?.[1+tg2?><)

b) Rx)=tg(dx+5) = f(x)=tg(4x+5) =f=4x+5>f=4 :>f'(><;|=+
cos” (4% +5)

Arco seno, arco coseno

F fix)=arccos f —f(x)= -f

J1-72 1-£2

Se diferencian en el signo de la derivada

fix)=arcsenf —f(x)=

S
f{x)=arc sen x2 =f(x)=arc sen x sfox? sfs I = ) :E—X =fx)= 2
1- xz)z 1-x*
VT
F
Arcotangente = |fix)=arc tgf fix)= —f,z Impartante
1+
I
fo) - arctg[x? ~ 1) = fe-amtg[x 1) >f=x?-15f-2x 3= ——— =
14 52 - 1)
R



Producto, cociente y tipo potencial-exponencial
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Producto =|(f g)=Ff g+f g

a) fix)= x . Inx

A fow? sfo gt L A i
fix)=x" Inx = o =20t hxex® = =F0a=6x" et

3 g=1Inx—o=— 3 %

. g

b) fix)=senx. e*

f=senx—=f=cosx

fix) = senx e = = (%) =cos x- " + sen x e* = (%)= e"(cosx+ senx)

g=¢" —=g=e"

Cociente —= FJ = M

g o

3x% -2x Il 2% |[f=3xf - 2% —=f=EBx-2
2) fix) ==, )= —3—+ 2 : B
¥ +2 x°+2 O=x"+2 —Q="2x
f? —— .*—.’r_\ g"
—— —"—
(Bx - 2)[x* +2)- (3 - 2x)(2x) B+ 12x- 2¢% -4 - [6x7 - 4x?) 92 4 19% - 4
fix) = - =fx)=22 T 2
7t 7t 7t
[x +2) [x +2) [x +2)
a
Inx I f=lnx —f=1fx ) (1/x) - x=Inx-1 ) 1=
b f{x) = —— fix) = 2 = = %)= = f(x)=
) == (== ‘Q=Hg=1 () -~ ()=

Tipo potencial - exponencial = IUna funcian f elevada a otra funcian g.
Se resuelven tomando logantmos neperianos y derivando |os dos miembros de la expresion
resultante. Escribimos f{x) =+ para comprenderlo mejor.

a) fix)= 5% = y= x5

i
ldentificamos fyg =y = ? Sefx
sere £l 2% miembro es el In de una potencia.

E= igual al exponente par el in de la baze.

Y .
. Iny — = y senx
Certvamos  Iny = senxinx = Y = —=cosxInx+

senxInx — cosxInx+ senx(1fx)

Tomamos logaritmos Iny =Inx =Iny = senxlnx

Despejarnosy” = y'= [cosxinx+ (I5)senx).y = v'= [cusxlnx+ Siﬂ]xsenx

Tb) fix)=xX =y =x*

=Iny = xlnx :>Y—=In>c:+><-1 =y=({Inx+ 1y =y'={Inx+ 1 = y'=x (Inx+ 1)

' *

y=x"



Composicién

Encontrar la solucién de los siguientes ejercicios
a) yif) =cosh(2i+1)

Utilizando la féormula m = senhv @ tenemos:

% dx

Y21 = senh(26+ 1) %(25 +1)= 2senh(2: + 1)

b) »(2) =:gﬂz[%]

AFED = iigﬁe[]n £ j= sec &2 [lﬂ £
e = z

4

E—Ims—Ilne—=¢
= sec &° (]nﬁj 44 = £ S
=

32

1 # Il—].tliif
=SEC.332( j £ = £ S
z

IE

— (seen(t22) )25

2.- Determine las derivadas de las funciones inversas logaritmicas

d arctaghv 1 dv

= T [—1-::1: -::1]

odx 1—v* dx
o areiagh(2x) _ 1] 2 d2x _ 2 2 o [_ 1<og {1]

dx 1+4x° dx  14+4x

d arcitaghv 1 dv
b = — -1l<v <l
) odx 1-v* dx [ ]
d arccosh(x)  £1 dx* +si arccoshv =0, vl
% _.\fx‘*_1 ox —si arccoshv <0, w1
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o are cosh v +1 s +si arccoshvy =0, vw=1
dx vg—l E

— = arccoshwy <0, v=1

.-Encontrar las derivadas de las siguiente funciones:

a).- ¥ixi=h [xg cos x)

Ig Cos X
b).' _}’(R') =ln (WJ

C).- yix)=x""
d).- y(x)=e™
e).- ¥(£) = ™ lsen(s)

a) Solucion

yix)=In{ x*cos x)

para la solucién de estos problemas ocuparemos las siguientes formulas
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L) _ d v x)

|
e e
wxl
da_ _ gty o2V 2
dx ax
LIF ]
w=vuv'1dﬁ+uvh1uﬁ C
ax o ax
—log u= log, @ d 4
o dx
Ay =3 logeu ldu Cs
efx e 1 o

utilizando C.5 y haciendo u = x*cos x tenemos

d ]_nu:ldi
dx i dx

2
dx" cosx 5
pero ————— = —X"Fen X+ 2xcosx

dx

por lo que

2
i]nxgcosx= 1 dx'cosx 21

= = (—x’sem x + 2xcosx)
dx oosx  dx oosx

simplificando

d 2
—Inxcosx=— —fgx

genx 2
+ —
e cosx X X

b) Solucion

oosx
yix)= h{m]

utilizando C.5 y haciendo # = x* cos x tenemos:
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.::lt’]rl 1 dn 51

% % dx

utilizaremos la derivada de un cociente:

f (x} o g(X]'

- Fl ==
( ()

a (f(x)} _ & 52)

gix)

en este caso la f(x)= x? cos x y g(x)=(2x+1)® pero la hemos obtenido, del ejercicio anterior el valor de

(%)

2

dx” cosx 5

— = -—x“gemx + 2xcCO0s X
dx

por lo que solo falta calcular la derivada de g(x)

di2x+17

=3(2x+ 1) i(zxﬂ} =6(2x+ 13"
ax dx

sustituyendo en la férmula (B.2)

i(xj n::c::st (2x+1 [ x semx+2xcosx) —x cosx[6(2x+lj )
drl (2x+17 [2x+1?)
(2x+1} [ x Se?zx+2xcosx) —x cosx[6{2x+1} )

[2x+1°T

factorizando (2x+1)? tendremos:

(2x+1* [{2x+lj( xsemx+2x|:osx) 6x° cosx

Cxl = _
Yx) (2x +1]|
(2x+1)[ x semx+2xcosx) 6 CosSX
(2x +1]|
pero

(2x+1)[ xisen x+ 2xcos x) 6x cosx =—2xsenx+ 2x rosx —x sen x
+2xcosx— 62" cosx = por lo tanto:

3 2
=—2xsenx—4dx (cosx+senx)+2xcosx

Lic. Genaro Zorrilla MSc. www.genarozorrilla.com Cristo murid por mi en la cruz
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3 2
—2xsemx—Ax(cosx+senx) +2xcosx

. finalmente al sustituir en b.1 tenemos:
(2x+1)

yix)=

— 2x senx —4x (cosx + senx)+ Zxcosx
(2x+1*

yix)=

o ldi— (2x+1)° {— Pxisenx—4x  (cosx +sen )+ 2xcost

— = 3 7
odx 1@adx  xcosx (2x+1)
- 2xisenx—Adx(cosx +oenx)+ 2cosx

- (2x+1cosx

c) Solucién

L SemE
yix)==x
tomando, en la formula C.3, u=x y v=sen x

tenemos:

dx7 _ sen x xorl @ + 2 In xdsm A

dx dx dx

(o x +1n xcos x)

=X
d) Solucién
_}r(xj — E?Hl

aplicando directamente C.1 tenemos

d _fi ¥+l _ :r+1d
cfxy(le_cfxé - dx

(x+1) ="
e). solucion
¥ = e lsen(t)

aplicando primeramente la derivada par aun producto de funciones obtenemos:
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o b o
Y = —eMsen() =™ S sent + sent —e™ =
dt ci'.ﬁ

diu(xjvixil :‘L’I:XIEAI:X)ITEK}_I u(x}+u(x}"m]n i ) 20
x dx

d

"eos ¢+ sent )

=g" cosf,+swz.ﬁé' =z
2.- Demuestre la formula

d ul x)" :.:fe"“”mf“ _pmedlinu] o adu g dY o3
ax dx ax cfx dx '

C0m0 u(le‘l:x:l — Exp[hwl:xr-'[ﬂ)

pero de la propiedad: na = ala

entonces

u(x:lw:x:l :é‘hwix:l"w _ év( ¥ alx)

derivando tenemos:

Byt = B ptrimadm) _ ottt v(x)ﬁf]ﬂu(xl' Fin (0 P&
X x dx dx

utilizando el hecho de que g™ = gz ™

d 1”::ﬂ—ucJr“:?{}vx L—z.ecx i dviz)
—ula) =u(x) [U(Ud c)]ﬂnl::' x]

y la derivada de un logaritmo natural tenemos:

simplificando, tenemos:

cfv( X
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Composicién = [g(f[x)ﬂ= g’(f(x)) F(x)

Fara no perderse es mejor hacerlo por pasos, simplificando en cada paso. Yemos que tipo de
funcidn tenemaos gue derivar. Iremos siempre desde |a estructura mayaor
(la gue nos encontremos 19 a la menor 0 menares. Fijate en estos ejemplos:

a)fix) = In[senxj Logaritmica f{x) =In senx — () = f?ef =seny —f'=cosx =1(x)= Losx
Senx
i
b)fix)= sen[lnx) seno fixl=sen Ink —f i =cosf - —=f=lhx—=f = 1 :‘,/~1"(:><]|=l coslnx
¥ ¥
2 L 2
c}f{x}=|n[|n:-: ] Solucion: fz)= 5
xlnx
f 2
_ 2 R A, e w . y
1. 6¢) _|n[|n>< )%f ()= — =)= — .. completamos al final fx) = = =f(x) =
f Inx? Insx? %Inx?
2 fg=inxd =flo= L fx=sy —Smolfiaros g 2 eqig es fide 1
RN X % X
3. fix) =y? —=f{x)=2¢ estoesf'de? Laponemosen?Z.
Completamas los puntos anteriores desde el 2 hasta el 1. Ordenando v simplificanda.
, 1
d) f{x) =In{In{In{inx Solucion:  fFx)=
() =In{lnfininz)) ) xInx (In (Inx))(In{In{Inx}))
f £ F
1. f{x) = In{In{In{In:=)) af'(x]=? if'(x)zm ............... completamaos al final
v
xInx|Inflnx
_AnRn) ey 1 > Fix)= !
In{In{lre<]) slneeIn{Insc) J{In(In(in) ) xInx (In {Inx} ) (In{In{Inx)))
i 1
2. 1) =In{In(Inx)) derivamos f'(><]|=L ............ f '(x]=m —=f{x)= - esfide
In{In ) In{In =) xInx(In{Inx))
s | L F L i ,
3. =In{lnx)  dervamos )= — flu)=—-— —=f(x]=—— estoesfde 2.
Inx I ®Inx
4 f(x) =lnx dervamosf{x) = 1 esto esf'de 3. Lo ponemos en 3.
e
“Completamos los puntos anteriores desde el 3 hasta el 1, para ohtener la dervada.

Intentaremos ordenary simplificar [0 mas posible en cada paso.
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